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RESUMEN 
Se tiene un canal bidimensional de paredes caladas a travks de las cuales se inyecta o 
succiona continuamente un fluido conductor. El flujo dentro del canal es tal que se 
produce un punto de estancamiento en el centro del mismo. El movirniento es 
restringido por un campo magnktico. 
Se hace un andisis tebrico magnetohidrodinhico de las soluciones de equilibria para 
valores asintoticos de 10s tres partimetros adirnensionales de 10s que depende el 
problema R, R, y MA (Re es el numero de Reynolds viscoso, R, es el n h e r o  de 
Reynolds magnetico, MA numero de Mach Alfvknico). Se estudia la formation de 
capas limites viscosas y resistivas para 10s casos de paredes dielkctricas y 
conductoras, asi como tambien la dependencia del gradiente de presiones con 10s 
parhetros adimensionales. Para fluidos altamente conductores (R,>>l) se encuentra 
que el campo magnktico restringe la salida del fluido cuando MA <1, mientras que 
favorece el escape cuando MA >I. En el caso de baja conductividad (R,,, <<I) el 
campo magnetico controla la salida o entrada del fluido. Para el caso de succion el 
flujo es inestable a partir de un valor critico de 10s parhetros adimensionales. Se 
encuentran bifurcaciones tipo pitchfork para diferentes valores de 10s parhetros Rm 
R,, MA cuando hay el cambio de estabilidad. Para el caso de inyeccion el flujo 
siempre es estable. 
ABSTRACT 
A conducting fluid is continuously injected through a pair of parallel porous walls 
and escapes in both directions along the channel. The flow forms a stagnation point 
at the center and the efnuence is restricted by a magnetic field. A theoretical analysis 
of the steady state solutions of the MHD equations in the incompressible case is 
given as a function of three parameters: Re, R,, and MA (Re : Reynolds number, R,: 
magnetic Reynolds number, MA : Alfienic Mach number) for all the ~ i g ~ c a n t  
asymptotic limits. The resistive and viscous boundary layer are examined (both for 
dielectric and conducting walls) as well as the dependence of the pressure gradient 
that drives the flow on the non-dimensional parameters. 
For highly conducting plasma (R, >> 1) it is found that the magnetic field restrains 
the outflow for MA <I and drives the escape for MA >1. In motions of low 
conductivity (R, € 4 )  the magnetic field contains (and can be used for controlling) 
the efnuence. 
In the case of suction, critical values of the parameters are found for which there are 
bfircations in the stability of the system. Such bfircations are ofpitchfork type. 
In the case of injection, the flux is always stable. 
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FLUJOS MHD DE FLUIDOS CONDUCTORES ENTRE PAREDES CALADAS. 
El movimiento de fluidos ordinarios que se inyectan o succionap por canales 
porosos ha sido de considerable interb en la reciente literatura sobre hidrodinhica. El 
problema bidimensional de un fluido viscoso e incompresible en un canal poroso con 
un punto de estancamiento en el centro, h e  inicialmente estudiado por Berman (1953) 
cuyo trabajo estaba motivado para dar un modelo que explicara la separacibn del 
uranio desde al U235 por difusibn gaseosa. El uranio es previamente convertido al 
gas UF,, el cual tiene caracteristicas apropiadas para su manipulacibn. En este trabajo 
pionero se resolvib el problema del caso estacionario, utilizando soluciones similares 
para reducir la ecuacion de Navier-Stokes a una ecuacion diferencial de cuarto grado, 
(escrita en la ecuacibn (3.1)) con un par de condiciones de frontera en cada pared. 
Berman encontrb soluciones analiticas para la situacibn asint6tica de bajos nhe ros  de 
Reynolds en el caso de succibn en las paredes. Posteriores autores han estudiado 
diferentes situaciones fisicas de este problema, Sellars (1 959, Yuang (1 956), 
Proudman (1 962), Shrestha (1 967), Terril (1 964), Brady y Acrivos (1 98 I), Brady 
(1984), Robinson (1987), Zaturska et al (1988), Watson et al (1990), Cox (1991), 
Banks (1988, 1992) quienes en general han tratado, por ejemplo 10s casos de flujos 
simktricos, asimktricos, paredes con aceleracibn, diferentes velocidades de succion o 
inyecci6n en las paredes superior e inferior. Taylor et a1 (1991), resolvieron el 
problema tridimensional de flujos en canales porosos, en donde el caso bidimensional 
con geometrias cartesianas y cilindricas, son obtenidos como casos particulares, por la 
variaci6n de un pariimetro que da el caricter dimensional del problema. 
Dado que el caso de inyeccibn siempre es estable temporalmente, Hocking 
(1975), una especial atencibn ha tenido el estudio de la estabilidad en el caso de 
succibn. Las soluciones obtenidas muestran que son inestables a partir de un numero de 
Reynolds critico Re=6.0014. Para ciertos valores grandes de Re, 10s flujos tienen un 
comportamiento peribdico a partir de Re=12.936 y cabtico para Re>20. En particular, 
Zaturska et a1 (1988), hacen una excelente descripci6n sobre el problema de la 
estabilidad y la evolucibn temporal de estas soluciones, asi como tambien del calculo 
analitico y numerico para 10s regimenes asintbticos R,<<I y Re>>l. El caso de la 
eskbilidad espacial ha sido tratado por Durlofsky y ~ r a d y  (1984), utilizando el mismo 
esquema de soluciones autosimilares. 
En el presente trabajo, estudiamos el movimiento de un fluido conductor en una 
configuracibn similar a la descripta anteriormente, un flujo con un punto de 
estancamiento en el centro de las placas (es decir en el plano z=const.), per0 en este 
caso existe un campo magnetico, el cud es en principio, perpendicular a las placas que 
tambien suponemos perforadas. (Ver figuras 2.2 y 2.3). 
La literatura para el caso de fluidos en canales perforados es bastante numerosa, 
per0 ha tenido creciente interes para el caso MHD, en vista de sus aplicaciones en el 
control de flujo de metales liquidos, por ejemplo en la industria metalurgica Ueno 
(1991), Talmage et a1 (199 1). Kenny (1982) quien recientemente ha tratado el efecto 
del frenado de un campo magnCtico no uniforme sobre un liquid0 metiilico en un canal. 
per0 sin paredes porosas, da adicionalmente unas referencias importantes sobre este 
problema. Moffat (1991) presenta una serie de interesantes conceptos sobre 10s efectos 
MHD relevantes para procesos metalurgicos y flujos de metales liquidos. 
Existe tambien interes en el estudio de metales liquidos MHD motivado por 10s 
desarrollos alcanzados en el disefio de sistemas para recubrimiento y enfriamiento de 
reactores de fusibn (Sterl A, 1990), tambih es importante esta configuraci6n en 10s 
circuitos de enfriamiento para autogeneradores nucleares (Breeder Reactor). Un 
problema similar a1 tratado en este trabajo, a sido presentado por Gratton y Bender 
(1993), per0 solo en el caso de inyeccibn y con el campo magnktico paralelo a las 
paredes. Otro problema afin a este tipo de configuraciones es el estudio de peliculas 
conductoras aprisionadas, de interks en control de lubricaciones, Kuzma et al (1964), 
Maki et a1 (1966). 
En esta tesis tambien tratamos, el caso de fluidos con baja conductividad 
(pequefios valores para el n~mero de Reynolds magnktico, R,) inyectados (o 
succionados) a travCs de paredes caladas. El efecto del campo magnktico es el de 
restringir la salida (o entrada) del fluido, actuando en una forma similar al flujo de 
Hartmann en un canal no calado o perforado. Tambikn para altos niuneros de 
Reynolds, se encuentran soluciones, en particular se estudia el comportamiento, cuando 
el niunero de Mach Alfiknico MA, es mayor que la unidad. En este caso el campo 
magnbtico favorece a1 escape del fluido a lo largo del canal. Esto es debido a que la 
curvatura de las lineas del campo magndtico distorsionado, producen la fberza 
necesaria para dirigir el movimiento del fluido. 
Hemos analizado asi mismo 10s flujos con nlimeros de Reynolds magneticos 
muy elevados. El caso asint6tico de R,>>I de hecho no es aplicable a escala de 
laboratorio, donde se utilizan metales liquidos, sin embargo es importante para 
plasmas. El analisis que se pretende realizar en este trabajo es lo suficientemente 
extenso para cubrir este caso. Sin embargo las condiciones de frontera que se utilizan 
no son aplicables a1 caso de plasmas. Entonces para la aplicacibn del modelo a 
escenarios donde el fluido es plasma, las condiciones de frontera deben ser 
reinterpretadas. Trataremos un modelo simplificado, en donde dos plasmas 
movikndose uno hacia el otro, se encuentran a una cierta distancia de una regi6n 
central donde esd el punto de estancamiento. En una configuration de plasmas 
astrofisicos las condiciones de frontera de hecho no son paredes. Las condiciones de 
frontera, asurnidas en nuestro modelo, simulan aproximadamente la entrada de dos 
plasmas, movikndose uno hacia el otro asi que 10s plasmas colapsan en el centro y son 
eyectados lateralmente. El campo magnktico colineal con el flujo que entra y que se 
transporta junto a1 plasma ("campo magnktico congelado") es entonces distorsionado. 
En general 10s flujos con puntos de estancamiento en presencia de campos 
magnkticos son importantes en fisica solar y espacial, donde 10s procesos de formacibn 
y decaimiento de lh inas  de corriente son importantes (Sonnerup et al (1975), Priest 
(1985)). Ademh, en la reconexion de lineas del campo magnktico en un punto de 
estancamiento, el proceso de aniquilacibn del campo magnktico, aumentado por la 
presencia del punto de estancamiento ha sido analizado en trabajos recientes Biskamp 
(1993), Gratton et al (1996). En todos estos estudios las lineas del campo magnktico 
son perpendiculares a la direccibn de la velocidad del flujo y paralelas a la l h i n a  de 
corriente. En el modelo con puntos de estancamiento tratado en este trabajo, el campo 
magnktico sin embargo es paralelo a la velocidad de entrada del flujo. 
En resumen el modelo MHD es de inter& en el estudio de la dinhica de 
metales liquidos desde el punto de vista de las aplicaciones tecnolbgicas, donde 
usualmente R,<<I, por otro lado con un cambio apropiado del significado de las 
condiciones de frontera, el flujo puede ser de interks tambien en el dominio astrofisico 
donde por el contrario, R,>>l. 
Por otro lado, se realiza en este trabajo, el estudio de la estabilidad en el caso 
MHD, que de acuerdo a 10s resultados por nosotros encontrados en el desarrollo de esta 
investigacibn, muestran una variada estructura que modifica el diagrama de estabilidad 
hidrodinhico, dependiendo ahora de tres parhetros, R, R, y MA. Si se tienen en 
cuenta las aplicaciones practicas del modelo por nosotros planteado, es importante 
conocer para bajos numeros de Reynolds la estabilidad de estos sistemas y la 
posibilidad de estados de movimiento bfircados para estos casos. Tambikn en el 
campo de las aplicaciones, el estudio de la estabilizacibn de 10s sistemas para altos 
valores del numero de Hartmann (HA=R$&A> es importante y es considerado en esta 
disertacibn. 
En este trabajo no se presentarh 10s detalles de una aplicacibn especifica; el 
proposito fundamental es estudiar la estructura tebrica de un problema general para 
diferentes escenarios de inter& fisico. El esquema general con el que abordaremos el 
estudio de 10s flujos MHD de liquidos conductores entre paredes perforadas es el 
siguiente: 
1.) En el capitulo 2 se revisan las ecuaciones bhicas de la MHD, en particular, 
se ilustra el metodo de soluciones autosimilares para reducir las ecuaciones vectoriales 
de la magnetohidrodinhica a un sistema compuesto por cuatro ecuaciones 
diferenciales que permiten estudiar m h  facilmente diferentes configuraciones 
geometricas del campo magntti* y de movimiento del fluido, en particular dada la 
geometria y las condiciones de frontera de nuestro modelo, solo utilizamos dos de 
ellas. Tambib se hara un analisis de las condiciones de frontera mechicas y 
electromagnkticas para el caso en donde las paredes son conductoras o dielectricas, 
igualrnente se ilustrara la adimensionalizacibn de 10s parbetros involucrados, para 
obtener 10s nhmeros de Hartmann, Reynolds, Reynolds magnktico y Mach Afvknico. 
2.) En el capitulo 3 se trata el problema hidrodinhim de succion e inyeccion, 
para numeros de Reynolds viscosos pequefios y grandes. Se muestra ademhs la 
aparicion de tres tipos de soluciones denominadas soluciones tip0 I, I1 y III. Estas 
soluciones son obtenidas para el caso de flujos simetricos, es decir, el punto de 
estancamiento se encuentra en y=O. Por otro lado, utilizando el metodo de 
perturbaciones de la forma Fxp(sffi(yl en la ecuacion dependiente del tiempo, se 
obtienen matrices que resuelven el problema de la estabilidad en forma numerics, para 
perturbaciones f i (y l  que pueden ser simetricas y antisimktricas. Usando un metodo 
matricial con diferencias finitas se calcularh 10s autovalores s y las autofuncionesfi 
del problema. Las soluciones obtenidas por este metodo s e r k  verificadas por un 
tratamiento tdrico (Zaturska et a1 (1988), Taylor et al(1991)). La evolution temporal 
para las soluciones tip0 I donde estos flujos dejan de ser estables, es tratada igualmente 
en este capitulo. 
3.) El problema MHD es tratado, para el caso de 10s flujos simetricos, en el 
capitulo 4. Se presenta, ademb un cuadro de las diferentes ecuaciones que representan 
10s aproximaciones asinthticas. Se estudian aqui 10s problemas de inyeccibn y succibn 
para diferentes regimenes asintbticos tanto analiticamente en unos casos, como 
numkricarnente en otros. La validez de las ecuaciones encontradas en estos casos 
limites es comprobada numQicamente al integrarse las ecuaciones bbicas completas. 
Adicionalrnente se estudiara la aparicibn de capas limites resistivas y viscosas tanto en 
el centro como en las paredes del canal. Por otro lado tambikn se trata el problema del 
campo de presiones que es afectado por efectos de origen tanto fluidistico como 
electromagnktico. Igualmente tratamos en este capitulo, como un caso particular del 
sistema de ecuaciones completas, el problema del flujo de Hartmanu. 
4.) En el capitulo 5, se hace un estudio sobre la estabilidad del problema MHD 
en placas perforadas y paralelas para modos de perturbacibn que cumplen con ley de 
semejanza, y se encuentran soluciones para diferentes variaciones de 10s parhetros 
involucrados en el problema. Tambikn hacemos un estudio tdrico sobre el tipo de 
bfircacibn que aparece cuando hay un cambio de estabilidad. Finalmente en el 
apendice A se ilustrara el metodo numerico utilizado para el cilculo de las soluciones 
del equilibria, metodo de relajacibn. Tambien se muestra en este apendice A, el 
metodo matricial utilizado para el cilculo de la estabilidad del problema. 
2 ECUACIONES BASICAS DEL PROBLEMA 
MAGNETOHIDRODINAMICO. 
Las ecuaciones bbicas de la magnetohidrodinbica (MHD) usadas en este trabajo, 
utilizando unidades cgs, son las siguientes: 
i ) L;a ecuacibn de Navier-Stokes para fluidos, en este tr'atamiento incluimos la 
fuerza de Lorentz: 
donde v y p, que asumimos constantes, representan la viscosidad cinematica y la 
densidad de masa y c es la velocidad de la luz en el vacio, V es la velocidad del fluido, 
E, B, son 10s campos electrims y magndticos respectivamente, J es la densidad de 
corriente y P la presion del fluido. Ademis tenemos en cuenta que la vorticidad esta 
dada por la expresibn: a = V x V 
ii ) La ley de Ohm, de la cual tomamos en cuenta hicamente 10s efectos resistivos, 
esto es, asumimos que el fluido es conductor: 
1 
aqui - es la resistividad 
0 
iii) El fluido es incompresible, esta premisa es v a d a  para liquidos conductores. En 
el caso de 10s plasmas, la hipbtesis es correcta si la rapidez del movimiento es mucho 
menor que la velocidad del sonido en ese medio. Esta suposicion puede hacerse, por 
ejemplo cerca de un punto de estancamiento. Bajo estas condiciones, 
iv ) Las ecuaciones de Maxwell que cierran el sistema de ecuaciones de la MHD, 
para movimientos lentos y procesos de baja frecuencia, e s t h  dadas por : 
2.1 Soluciones de semejanza. 
Trataremos el problema bidimensional, en coordenadas cartesianas, invariante frente 
a translaciones en una direccion, por ejemplo segiin la coordenada z. Esta sera una 
coordenada ignorable y i3/az=OY como tambibn las componentes V,  = B, = 0. Bajo estas 
hipbtesis, las ecuaciones'de la MHD pueden ser escritas en tkrminos de una hncion de 
corriente E,(x, y, t) para la velocidad y por una funcion de flujo ~ ( x ,  y, t) para el campo 
magnktico, de la siguiente manera : (ver e.g Gratton et a1 (1988 y 1996), Biskamp 1993) 
El tkrmino ai indica la derivada parcial con respecto a la coordenada i-bima. Las 
ecuaciones de Navier-Stokes y la ley de Ohm, (ecuaciones (2.1) y (2.2)), teniendo en 
cuenta las defrniciones dadas en la ecuaci6n (2.5), se pueden escribir en una forma 
reducida como: 
El corchete ~ f , ~ ] =  define al Jacobiano de las funciones f y g, ademis 
hay 
C 
vm = - es la difusividad magnktica,-v2t es la componente z de la vorticidad 
4x0 
w = V x V, yr es la componente z del vector potencial A (V x A = B ), es decir, la 
2 1 componente J, se puede escribir en tkrminos de la funcibn \y, como -V yl = - J,. Los 
4n: 
corchetes V'S ] y [gv] representan 10s tkrminos de transporte convective de -a, y 
\yz, respectivamente. Adicionalmente, el corchete [ P 2 ~ ,  y] represents la componente z 
del rotational de la herza de Lorentz. Suponemos que existe una invariancia de 
translacibn en z, esto es, por ejemplo - - aEY 
dx - 0. Ademis resulta que 
- O  F -  
EZ = E,(t), solo depende del tiempo. En general, el campo eldctrico puede estar 
descripto por: 
de tal forma que se pueda encontrar un potencial @, tal que: 
Nosotros estudiaremos un modelo en el cud las paredes laterales, supuestas 
distantes en la direccibn z, no se pueden cargar electricamente, entonces la componente z 
del campo elktrico Ez es cero. Este hecho permitiri, como veremos mhs adelante, el uso 
de soluciones sirnilares para desacoplar el sistema de ecuaciones (2.6) y (2.7). Tambien 
se puede suponer que dichas paredes son conductoras per0 es th  en cortocircuito para un 
modelo de laboratorio (ver figura 2.1). Finalmente, estas paredes podrian estar en el 
i n f ~ t o ;  este ultimo caso se presenta, por ejemplo, en un modelo astrofisico. De lo 
anterior se deduce que en un modelo tridimensional, las condiciones de frontera en z 
es th  relacionadas con el campo electriw E,. 
I 1 Elltradadel 
fluid0 
Fig. 2.1 Aqui se i1ush-a una configuraci6n de laboratorio, 
para el caso de inyeccih Las paredes en la direcci6n del 
eje z se supone que e s t h  muy alejadas y el fluido es 
inyectado en la direcci6n del eje y. 
Por otro lado, notese que al tomar el rotacional de la ecuacion (2. l), desaparece el 
tt5rmino correspondiente al gradiente presiones, sin embargo 6 t a  variable puede ser 
recuperada por una adecuada manipulacion de las componentes x e y de la ecuacion (2.1). 
Este caculo es desarrollado en la seccion 4.5. 
El sistema de ecuaciones (2.6) y (2.7) planteado anteriormente, admite en general 
soluciones sirnilares de la forma: 
las cuales permiten hacer una separacibn de las componentes de la velocidad y del campo 
magnetico, seg6n las direcciones de 10s ejes x e y. En las anteriores ecuaciones, q 
representa todos 10s parhetros involucrados en el problema, en nuestro caso y como 
veremos posteriormente, estara relacionado con la viscosidad, la difusividad magnktica y 
el campo magnetico externo. Reemplazando las ecuaciones (2.8) y (2.9) en las ecuaciones 
(2.6) y (2.7), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 
El sistema de ecuaciones diferenciales anteriores es por si mismo un sistema 
cerrado, el cud en principio, resuelve una gran variedad de problemas para diferentes 
configuraciones tanto geometricas como del campo magnktico, con las adecuadas 
condiciones de frontera. En el caso de un recinto cerrado, las soluciones internas deben 
empalmarse con las externas, de tal forma que V2y"" = 0 es decir, yd = my - bx. Se 
puede notar que las ecuaciones (2.10) y (2.12) forman un sistema separado. Una vez 
obtenidas las soluciones para f y p, estas hnciones aparecen como dabs en el sistema 
acoplado (2.1 1) y (2.13), que se resuelve en una segunda etapa. 
El problema general asi planteado es bastante complejo desde un punto de vista 
matematico. Nosotros estudiaremos algunos casos particulares, como por ejemplo, el caso 
del problema central de este trabajo en el cud un fluido viscoso, conductor e 
incompresible, entra o sale por un par de placas paralelas perforadas infmitas con igual 
tasa de succion o inyeccion en ambas paredes (separadas una distancia 24,). El fluido 
interacciona con un campo magnetico, que en principio, es perpendicular a las placas en 
el caso de que Sean conductoras. Si las placas son dielectricas, el campo magnetico puede 
tener las dos componentes x, e y en la frontera. Este campo magnktico es modificado por 
el movirniento del fluido conductor, como se ilustra en las figuras 2.2 y 2.3. El problema 
asi planteado implica que en el sistema de ecuaciones (2.10) a (2.13) se debe tomar 
g =  q= 0. Observese que este problema es una extension del problema del flujo de 
Hartrnann, con la diferencia de que el fluido se mueve entre un par de placas paralelas, 
sin movimiento, se&n la direccion del eje x.  El problema de Hartrnann esta gobernado 
por las ecuaciones (2,ll) y (2,13), en el caso en que f=0, mientras que p,, =0, esto es 
B,=B,=constante. En cambio, en nuestra situation, las placas pueden estar en 
movimiento una hacia la otra o estar en reposo. En este ultimo caso, dichas placas estarh 
perforadas (paredes caladas) para permitir la entrada o salida del fluido a traves de ellas. 
El campo magnetic0 B = (B,, By ,0) y la velocidad V = (V,, Vy ,0) se pueden obtener 
entonces de la siguiente forma: 
Fig. 2.2. Se muestra la inyeccion de un 
fluido conductor. El campo magnttico se 
representa sin interaccion entre el campo y 
el fluido. yo es la mitad del ancho del canal. 
Fig. 2.3.Se ilustra las lineas de velocidad y 
el campo en el caso en donde se considera 
que existe interaccion con el campo 
magnttico. Este caso se presenta cuando 
existe inyeccion de fluido a travQ de las 
paredes. 
Con las anteriores suposiciones, la ecuaci6n de Navier-Stokes y la ley de Ohm 
dependientes del tiempo se puede escribir en terminos de f y p de la siguiente manera: 
N6tese que si p = 0 el problema se reduce al caso fluidistico puro, al cual nos referiremos 
brevemente en el capitulo siguiente. 
2.2 Condiciones de contorno. 
Para el caso de un fluido que entra o sale por un par de paredes perforadas y 
paralelas, en presencia de un campo magnetico las condiciones iniciales, son en general : 
f ( y , O  =fOl,rl)=foO,ro+f,(f) Y p0,0,r3= PO= P , O + P ( ~ ) ,  aqd la P&e 
temporal f,(t) y p,(r) son pequerias perturbaciones de f, y p,que a su vez son las 
soluciones para el caso estacionario obtenidas de las ecuaciones (2.16) y (2.17). 
Adicionalmente q se determina ahora por una serie fija de parhetros del sistema vo, 
, 
vOm y Bo que corresponden a 10s valores en la frontera de la viscosidades cinematica y 
magnktica y el campo magnetico respectivamente. Antes de dar las condiciones de 
frontera para el sistema y teniendo en cuenta que la ecuaci6n que represents el 
movimiento es de cuarto grado y la ecuaci6n para el campo magnetico es de segundo 
grado es conveniente defmir 10s siguientes operadores: 
La condicion de frontera para la velocidad, es decir, la condicion sobre f ,  en el 
caso de succion en las paredu es Hf = [1,0,-1,0] y para el caso de inyeccion 
Hf = [-l,0,1,0] . Dado que en nuestro cdculo numerico, nosotros integramos las 
ecuaciones (2.16) y (2.17) entre la mitad del ancho del canal (y = 0) y la pared (y = I), 
definimos 10s operadores Hs y HA que corresponden a 10s casos de las soluciones 
simetricas ( Hs = [*1,0,0,0] , para inyeccion (+) y succibn (-)) y antisimetricas 
( HA = [kl,0,0,0] para inyeccion (+) y succibn (-)) respectivamente. N6tese que si f 
representa un flujo sirnetrico, entonces Qta debe ser una funcion impar, de mod0 que 
f (0) = 0, y por lo tanto, el origen es siempre un punto de estancamiento. 
Las condiciones de frontera para el camp magnktico, es decir, las condiciones 
sobre p dependen del caracter conductor de las paredes y del fluido. Sin embargo, en 
7 
general, deben satisfacerse las siguientes condiciones para ambos casos de succi6n e 
iny eccion: 
Si las paredes son conductoras, la constante P se ajusta dependiendo de 10s 
partimetros caracteristicos del problema; por ejemplo, en 10s regimenes de baja 
viscosidad y alta conductividad se toma P = 0, ya que en este caso el fluido arrastra las 
lineas del campo magnetico, de tal manera que llegan a ser paralelas, por lo tanto el 
campo magnktico y la velocidad satisfacen la misma condicion de frontera sobre la pared. 
Tambikn, esta 6ltima condicibn de P = 0, es vilida para paredes conductoras. Si las 
paredes son dielkctricas, entonm el campo magnktico entre las placas se debe suponer 
originado por un par de bobinas exteriores que generan un campo magnktico externo de 
la forma: 
Es decir, la funcibn y que representa el flujo del campo magnktico (ver ecuaci6n 
(2.5)) es ahora dada por la expresi6n: 
Como en las paredes el campo magnktico puede tomar cualquier valor, las 
condiciones de frontera para el campo magn6tico en el interior de las placas que permitan 
el acople con el campo magnetico externo, se pueden escribir en una forma compacta de 
la siguiente manera: 
Si K,=[c,O], se obtiene en caso sim6rico de paredes dielkctricas, per0 si K,=[O,O], 
entonces las paredes serh metilicas. 
2.3 Adimensionalizaci6n de Pariimetros. 
Es conveniente en este punto reescribir el sistema de ecuaciones (2.16) y (2.17) en 
tkminos de variables adimensionales, utiliizando como magnitudes caracteristicas b, que 
es la mitad del ancho del canal, uo la velocidad caracteristica de entrada del fluido en la 
pared y Bo el campo magnktico externo exactamente sobre la pared, esto es, a partir de 
las siguientes def~ciones: 
R, es el numero de Reynolds, Rm es el numero de Reynolds magnCtico, Ha es el 
numero de Hartmann y MA es el niunero de Mach Alfienico. De acuerdo a las anteriores 
defmiciones, las ecuaciones (2.16) y (2.17) se transforman en: 
Aqui, por razones de simplicidad de notacion, hemos omitido las tildes en las 
variables, per0 ha de entenderse que son todas sin dimensiones. N6tese que ahora 
f = f (y, t, Re,%, MA) y p = p(y,t, Re&, MA).  Dados 4 ,  R,,, y MA, el sistema dado 
por las ecuaciones (2.28) y (2.29) puede ser resuelto numerica o analiticamente en 10s 
casos asint6ticos que estudiaremos en el capitulo 4. En ocasiones, cuando se utiliza la 
tkcnica de shooting para resolver el sistema de ecuaciones dado anteriormente, el 
problema se invierte y 10s parhetros a calcular son ahora Re, Rm y MA; para mas detalles 
ver por ejemplo el trabajo de Terril (1964). Dado que en este trabajo presentamos 
unicamente el caso de 10s flujos sim6tricos, fijamos la condicibn f (+l) = T1 para el 
fluido y para el campo magnktico p(f 1) = -1 para el cdculo numerico, lo que equivale a 
tomar, R, > 0 y R,,, > 0 para el caso de suction, mientras que para el caso de inyeccibn 
R, c 0 y R, < 0, sin necesidad de variar las condiciones de frontera; esto es consistente 
con las def~ciones  dadas en la ecuaciones (2.27) para ambos numeros de Reynolds, 
tambikn puede observarse por simple inspeccibn del sistema de ecuaciones (2.28) y 
(2.29). Adicionalmente, al utilizar la convention anterior, el tiempo cambia de signo en 
el caso de inyeccion. Es claro que las definiciones de tiempos negativos y numeros de 
Reynolds negativos no tienen ninguna interpretacibn fisica, se trata solamente de un 
artificio matematico utilizado en este tipo de problemas para facilitar 10s cdculos 
numericos y su posterior andisis. 
En ocasiones es conveniente usar una integracibn de la ecuacion (2.28). Para el 
caso estacionario, el sistema de ecuaciones dado en las ecuaciones (2.27) y (2.28) queda 
descripto por el siguiente sistema de ecuaciones: 
La constante C de integracibn se determina a partir de 10s valores en la frontera, 
que en el caso estacionario de paredes conductoras y de inyeccion de fluido en las 
paredes, C viene dado por la ecuacibn: 
Esta constante de integration C, por otro lado esta directamente relacionada con el 
gradiente de presiones s e g b  el eje x a travb de la expresion: 
(Este resultado es deducido en la secci6n 4.6). 
Es decir, el gradiente de presiones depende tanto de la componente x del campo 
magnktico como de la posicion se&n el eje x. 
3 REVISION DEL PROBLEMA HIDRODINAMICO 
La suposicion de que no existe campo magnetico, es equivalente a tomar 
p(y , t, Re, R,,, , MA) = 0 en las ecuaciones (2.28) y (2.29), con lo cud obtenemos el caso 
fluidistico puro. De esta manera el sistema esth descripto por la siguiente ecuacibn 
hidrodinhica: 
Notese que ahora la dependencia de f esti dada en la forma: f = f (y, t, Re). 
La condicibn de frontera f (1, t, Re) = -1 implica que el caso de succion se obtiene 
si Re > 0 y el de inyeccion si Re < 0. Adicionalmente, en este ultimo caso el signo de t 
cambia (recordar que el tiempo estA definido por t=uoT/h). El problema bidimensional 
de un fluido viscoso e incompresible en un canal poroso h e  inicialmente estudiado por 
Berman (1953) quien resolvio el problema del caso estacionario, utilizando soluciones 
similares para reducir la ecuacion de Navier-Stokes a la escrita anteriormente en la 
ecuacibn (3.1). En dicho trabajo, encontri, soluciones analiticas para la situation 
asintbtica de Re << 1 y para el caso de succi6n en las paredes. Estas soluciones las 
reproduciremos mhs adelante. Posteriores autores han estudiado diferentes situaciones 
fisicas de este problema, Terril (1964), Brady y Acrivos (1981), Brady (1984), 
Durlofaky y Brady (1984), Zaturska et a1 (1988), Watson et a1 (1990), Cox (1991), 
quienes han tratado diferentes aspectos del problema, por ejemplo 10s casos de flujos 
simetricos, asimetricos, paredes con aceleracibn, diferentes velocidades de succion o 
inyeccion en las paredes superior e inferior. Todos estos casos son estudiados mediante 
la ecuacion (3. I), per0 con las apropiadas condiciones de frontera. Un especial cuidado 
debe tenerse con la definition del nbmero de Reynolds, ya que es necesario d e f ~ l o  
s e ~ n  las condiciones fisicas del caso estudiado, por ejemplo, cuando se tienen 
diferentes tasas de succion en las paredes es Re = ( ~ 0  + ~ 0 -  )h , en donde uo es la 2v 
velocidad de salida en la pared superior y u,- es la velocidad de salida en la parte 
uo - uq inferior, como tambien el tiempo se determina por la expresion i = 
2h t, (Cox 
(1991), quien adicionalmente estudio la estabilidad y la dependencia temporal de las 
soluciones encontradas). 
La ecuacion (3.1) admite una integracion que para el caso independiente del 
tiempo puede escribirse corno: 
Ahora la constante de integracion toma la forma C = 
caso especifico de succion. En general, 10s trabajos que existen a1 respecto resuelven la 
ecuacion (3.2) tanto analitica como numericamente (siempre en 10s casos asintoticos), 
m b  aun, las distintas soluciones numericas encontradas para algunos numeros de Re 
fijos, se calculan utilizando diferentes valores de esta constante C. Sin embargo, en esta 
seccion, para 10s calculos numericos, nosotros integramos directarnente las ecuacion 
(3. l), tanto en el caso estacionario como en el dependiente del tiempo, utilizando para 
ello un metodo matricial en diferencias f ~ t a s ,  para calcular 10s autovalores y 
autohciones, es decir 10s operadores diferenciales son reemplazados por sus 
correspondientes operadores matricides. Este metodo sera ilustrado posteriormente en 
en el apendice A. 
3.1 Condiciones de frontera para el caso hidrodinhmico. 
En el problema hidrodiniunico, las condiciones de frontera son: 
En todos 10s casos, se satisface la condicion de frontera Hf = [1,0,-1,0], es decir 
para inyeccibn (Re < 0) o succi6n (Re > 0). Sin embargo, tal como se mencionb en el 
capitulo anterior, dado que linicarnente integrarnos entre el centro de la placa y la pared, 
las soluciones para flujos simetricos deberin satisfacer la condici6n H, f = 0; en este 
caso, las funciones que representan el fluido son hnciones impares. Por otro lado, si el 
flujo es asimetrico, entonces se debe satisfacer las condicion HAf = 0. Se ha 
encontrado que en el caso de flujos simetricos y para el caso de inyecci6n existe una 
G c a  soluci6n para todos 10s numeros de Reynolds R, < 0 (Banks et al (1988), Banks 
et a1 (1992), Sellars (1955), Taylor et a1 (1991), Terril(1973), Yuang (1 966), Zaturska 
et al (1988)). Estas soluciones se extienden para 10s numeros de Reynolds R, > 0, es 
decir al caso de succi6q y se conocen en la literatura como soluciones tipo I. Tambikn 
se han encontrado otras dos soluciones que aparecen unicamente en el caso de succion y 
para numeros de Reynolds R, > 12.1 6 . Estas soluciones se denominan soluciones tipo 
PI y tip0 III. Una manera de encontrarlas, desde un punto de vista numerico, aplicando 
el metodo de shooting, es mediante la variation de la constante de integracion C que 
aparece en la ecuacion (3.2). Para valores de R, >> 1 se han encontrado soluciones 
analiticas. Para resolver la ecuacibn (3.2), las soluciones tip0 I y 11 tiene una forma de 
tipo polinomial, mientras que las soluciones tipo 111 son de forrna senoidal. En este 
regimen de valores altos del niunero de Reynolds, siempre aparece una capa limite en la 
pared la cual tiene un espesor del orden de 1 4  (Robinson (1976), Zaturska et al 
(1 988)). La figura 3.1 muestra la variacibn de fw(l, 4)  con respecto a &, para el caso 
de flujos simetricos, observese que las soluciones tip0 I y II se bifbrcan para R, + m, 
mientras que el punto R, > 12.16 es un punto de retorno y demarca la separation entre 
las farnilias del tip0 11 y 111. 
Fig. 3.1 Se ilustran 10s valores de la vorticidad en la pared en funci6n del 
n h e m  de Reynolds para 10s flujos sim&cos del tip0 I, I1 y III. En ambos 
casos: succi6n e inyecci6n 
La figura 3.2 muestra d m o  son las lineas de velocidad para el caso de succion 
(tambikn aparece esta configuracibn en el caso de inyeccion, salvo que las lineas de 
corriente van en sentido contrario), cuando 10s flujos son simktricos para las soluciones 
de tipo I y en algunos casos para 10s flujos tipo II; m b  exactamente, estas aparecen 
cuando R, > 13.199. 
Fig. 3.2 Aqui se ilustran las lineas de velocidad en el caso de flujos 
sim&icos, para inyeccibn o succi6n cuando las soluciones son del tip0 
I y algunas del tip0 11. 
Fig. 3.3 Se ilustran las lineas de velocidad de 10s flujos simMcos, para 
las soluciones del tipo 111 y algunos del tipo 11. Esta situaci6n s610 se 
presenta en el caso de succi6n. 
Por otro lado la figura 3.3 muestra las lineas de velocidad en el caso de flujos de 
tipo I11 y algunas de tipo II (estas aparecen en el interval0 12.165 < Re < 13.199). En 
dicha figura se observa la aparicibn de dos nuevos puntos de estancamiento, lo cual 
ocasiona una inversi6n en la direccibn del flujo cerca del centro del canal. Obskrvese 
que esto hace que se obtenga una mayor velocidad en la regi6n cercana a las placas. 
3.2 Estudio de la estabilidad para el caso hidrodinamico. 
Para estudiar la estabilidad de las soluciones estacionarias, se linealiza la ecuaci6n 
(3. l), esto es, defmimos: 
donde fo (y, 4) es la solucibn de equilibrio y fp Cy7 t7 4)  es una pequefia perturbation, 
que a su vez tiene una dependencia temporal, la cual puede ser expresada 
exponencialmente de la siguiente forma: 
Dicha forma preserva las transformaciones de semejanza que se hicieron 
anteriormente en el capitulo 2. 
Reemplazando las ecuaciones (3.6) y (3.7) en la ecuaci6n (3. I), se obtiene: 
Hf, = 0 
De acuerdo a la definici6n dada en la ecuacion (3.7), para el caso de &>O 
(succibn), el sistema es estable cuando s<O e inestable si s>O. Pero si R,<O (inyeccibn), 
el sistema es estable si s>O e inestable si s<O, lo cual es consistente con la ecuacibn 
(3.2). Las ecuaciones (3.8) y (3.9) determinan 10s valores propios s y sus 
correspondientes funciones propias fi. Adicionalmente, fo se puede calcular a travCs de 
la ecuacibn (3.2). En nuestro procedimiento numeric0 el calculo de fo lo realizamos a 
partir de la ecuaci6n (3.1) independiente del tiempo. Por otro lado las funciones propias 
fl pueden ser simktricas o antisimktricas, dependiendo de que se satisfagan las 
condiciones H,fi  = 0 y HAfi = 0 respectivamente, tanto para inyeccion como para 
succibn. En el diagrama siguiente, se ilustran las diferentes posibilidades que se pueden 
obtener en el estudio de estos flujos y su estabilidad. 
El problema de valores propios dado en las ecuaciones (3.8) y (3.9) puede ser 
resuelto para flujos simktricos o asimetricos, entendikndose aqui por flujos simktricos a 
aquellos en donde el centro del canal divide a dos imagenes especulares del fluido. 
Terril(1964) para el caso de 10s flujos sim6tricos, encontro que si R, cc 1 , la solucion 
de equilibria puede obtenerse a traves de una serie de potencias de 4, esto es, 
Sustituyendo la ecuacibn (3.10) en la ecuacibn (3.1) independiente del tiempo se 
obtiene la siguiente solucibn para el equilibria: 
Zaturska, Drazin y Banks- ZDB (1988), utilizando el mismo metodo de Terril 
(1964) encontraron soluciones analiticas para 10s valores propios y las funciones 
propias en el limite cuando Re << 1 , que sirven de base para obtener soluciones 
numbricas, por incrementos sucesivos de' 4 ,  para 10s n h e r o s  de Reynolds m b  
grandes. 
El procedimiento analitico para enwntrar las funciones propias y sus 
correspondientes valores propios, en el limite Re c< 1 , es similar al utilizado para 
derivar la ecuacibn (3.1 I), es decir, expandiendo en series de potencias a fl y s de la 
siguiente manera: 
Sustituyendo las ecuaciones (3.1 l), (3.12) y (3.13) en las ecuaciones de valores 
propios (3.8) y (3.9) e igualando potencias sucesivas de 4, se obtienen a primer orden 
las siguientes ecuaciones diferenciales: 
Las condiciones de frontera del sistema de ecuaciones dadas en (3.14) y (3.15) son: 
HA flj = 0 en el caso de 10s modos asimaicos y Hs flj = 0 para el caso de 10s modos 
simktricos, en donde el subindice toma 10s valores j=l, 2, 3...etc. Para distinguir las 
familias de 10s dos modos que aparecen, se toma sn = qn para 10s modos antisimktricos 
y sn = rn para 10s modos simetricos. Este esquema lo utilizaremos en el estudio de la 
estabilidad para el caso MHD que describiremos en el capitulo 5. 
Bastindose en las condiciones anteriores, las soluciones de las ecuaciones (3.14) y 
(3.15), en el caso de 10s modos simktricos, son : 
En donde se define a y,, como la enQima raiz positiva de tan(y) = y, las cuales se 
encuentran tabuladas por Abramowitz y Stegun (1964). Para el caso de 10s modos 
antisimktricos, se obtienen las siguientes ecuaciones: 
Para 4 = 0.1 , las ecuaciones (3.16) y (3.17) dan 10s siguientes valores propios: 
ql = -96.462, q = -199.067, q2 = -392.350, y r2 = -594.180, ZDB utilizando como 
tecnica numerica para resolver la ecuacibn de valores propios (ecuacion (3.8)) el 
metodo de shooting obtienen 10s valores ql = -96.474, rl = -199.08 , q2 = -392.303 y 
r2 = -594.1 84 mientras que con nuestro dcu lo  numQico utilizando el mktodo matricial 
(ver apendice A) encontramos que ql = -96.4679, q = - 199.07 12, q2 = -392.3 545, 
r2 = -594.183, mostrando un gran acuerdo con 10s resultados previos. En el ciilculo 
anterior hemos utilizado una grilla uniforme de 250 puntos entre el centro del canal y la 
pared. La figura 3.4 muestra 10s resultados obtenidos para las soluciones tipo I, en el 
caso de 10s modos simktricos tanto para inyecci6n como para succi6n en el rango 
-25 I Re 1 25. En esta grhfica se puede observar que las curvas correspondientes a rl y 
r2 se juntan en R, = -1 1 ,  indicando que para el interval0 -25 I R, I - 1  1 aparecen un 
par de valores complejos conjugados para rl y r2. Tambikn se puede inferir que las 
rarnas rj y r4, coalescen para un numero de Reynolds inferior a -25. Dado que ninguna 
de las curvas corta el eje Re, 10s modos simetricos siempre son estables en el caso 
hidrodiniunico. Por otro lado en la misma figura se observa que 5 + 0 ,  r2 + -2, 
r, + -4 y r4 + -6 en el limite de R, + a, en el caso de succion. Adicionalmente en 
el caso de inyeccibn, rl y r2 + 7.8 y r, y r4 + 12.5 cuando Re + -ao lo cual coincide 
con 10s resultados asintbticos reportados por ZDB (ver seccion 3 y 5 de ese trabajo). 
Fig. 3.4 Ilustra, para 10s flujos sim&cos, las m a s  obtenidas de la parte real 
de 10s valores propios, que corresponden a1 caso de 10s modos propios 
sim6tricos en funci6n de Re tanto para inyecci6n como para succi6n 
Nosotros, en el presente trabajo, no s6lo comprobamos numkicamente la validez 
de 10s resultados tebricos por ellos presentados, sino que aun m h ,  hemos extendido el 
caculo numkrico, para obtener las curvas correspondientes a 10s valores propios r3 y r4. 
En la figura 3.5 se muestran 10s resultados obtenidos para las soluciones tipo I en 
el caso de 10s modos antisimetricos en el interval0 -25 5 R, < 25. Aqui, 10s modos son 
estables para inyeccibn mientras que para succion 10s modos se vuelven inestables en 
a=& = 6.0014. Por otro lado, ql + 1, q2 = -1, q3 = -3 y q, = -5, cuando R, + oo. 
Para la primera raiz ql de 10s flujos II y III, ZDB encontraron que btos siempre son 
inestables. Tambikn puede observarse que, cuando Re + a, la solucibn ql + 0 para 10s 
flujos del tip0 II, es decir existe una bifurcacibn tip0 cuspide entre estas soluciones y las 
del mod0 I. Por otro lado, la segunda raiz q2 en b= Re = 15.4146 es cero. Un fenomeno 
similar ocurre en R, = 12.16 , donde tambikn se marca un punto separacibn entre las 
soluciones I1 y III. Del cambio de estabilidad en a y b se puede inferir que existen otras 
soluciones asimktricas en las vecindades de estos puntos. Lo anterior ha sido 
comprobado por ZDB. 
Fig. 3.5 Para 10s flujos simMcos, se ilushan las m a s  obtenidas 
de la parte real de 10s valores propios en funci6n de Re, cuando 10s 
modos propios son antisimMcos. 
En general, de 10s resultados obtenidos se puede finalmente concluir lo siguiente: 
El flujo es estable para las soluciones del tip0 I, en el interval0 -00 I Re r 6.0014 e 
inestable R, > 6.00 14. En este punto existe una bfircacibn de tipo pitchfork, dando 
lugar a la aparicion de dos soluciones asimdtricas estables denominadas I1 y I 'I. Estas 
soluciones son imagenes especulares una de la otra con respecto a1 centro del canal. 
Pero a su vez se vuelven inestables en R, = 12.963, originando una bifurcacibn Hopf 
supercritica, es decir, son soluciones periodicas en el tiempo de la ecuacion (3.1). Las 
soluciones del tip0 I1 y 111 siempre son inestables y existen solo en el rango 
2.165 < R, < m; sin embargo, existe una bfircacion de pitchfork para las soluciones 
tip0 III en R, = 15.145. En el capitulo 5 se discute en detalle, el tip0 de bifurcacibn local 
que aparece cuando hay un cambio de estabfiidad. Resumiendo la anterior discusi6n: El 
flujo es simdtrico estable para el caso de inyecci6n, continua siendo estable y simktrico 
para el caso de succion hasta R, = 6.0014, pasa en este punto a un estado asimdtrico 
estable (soluciones I1 y I'I) hasta 4 = 12.963 en donde las soluciones son periodicas 
hasta R, = 14, despuks las soluciones son cuasi periodicas y finalmente se vuelve 
cabtico en R, = 20. 
3.3 Evoluci6n temporal para el caso hidrodinsimico. 
Para el estudio de la evolucion temporal de la ecuacion (3.1), hemos 
implementado un metodo numerico implicito en diferencias finitas. Para la variable 
temporal, utilizamos diferencias adelantadas a segundo orden, o sea que utilizamos tres 
niveles. Para la variable espacial se utilizan diferencias centradas, tambien tomando 
terminos hasta el segundo orden. 
A fm de comprobar que efectivamente el flujo evoluciona a un estado asimetrico 
para numeros de Reynolds un poco mayores que el valor umbral, en la figura 3.6 
ilustramos un ejemplo de la evoluci6n temporal de la funcion que representa la 
velocidad en la direccibn del eje y, paraRe=7. Observe que el flujo es inicialmente 
simktrico per0 como se dijo anteriodentt inestable y evoluciona hasta un estado 
estable asimktrico. En esta grfica se utilizC, un paso temporal t=0.01 unidades de 
tiempo caracteristico (T.C). El sistema alcanza el equilibrio, en una soluci6n asimktrica 
para un tiempo t=3TC y la integracibn se hizo en el interval0 -I<y< I .  Obskrvese que 
siempre se mantienen las condiciones de frontera en la pared. 
En un trabajo experimental realizado por Raithby y Knudsen (1974), quienes 
construyeron un canal poroso, encontraron que no hay soluciones simktricas para el 
rango 0 < Re < 20 y, especificamente en Re = 15, no existen soluciones asimktricas ni 
periodicas. Lo cud coincide con el hecho de que para R,=15, el flujo es cuasiperiodico, 
(ver ZDB). 
Fig. 3.6 Ilustra la evolucibn temporal de las m a s  que representan la 
velocidad de un flyo segh el eje y, desde un estado sim&co e inestable 
hasta un estado asim&co estable en el caso de R,=7.0. 
Otros resultados importantes obtenidos se pueden resumir en la siguiente forma: 
Existe un s610 punto de estancamiento para el caso de 10s flujos simktricos tip0 I en el 
centro de las placas, mientras que 10s flujos I1 (algunos) y 111 tienen otros dos puntos de 
estancamiento adicionales, es decir, el flujo se revierte cerca del centro del canal. (Ver 
figura 3.3). 
Por otro lado el problema estacionario para.el caso en donde la inyeccion no es la 
misma en cada pared, ha sido tratado particularmente por Proudman (1967), Terril 
(1967), Shrestha y Terril(1968) Cox (1991). Tambibn, Taylor et a1 (1 991) estudiaron la 
estabilidad del problema en tres dimensiones unicamente para Re > 0 dado que el 
problema es estable para Re < 0. Tarnbibn encontraron que para el caso particular de 
placas circulares y paralelas, para 10s flujos simktricos, tanto para inyeccibn como para 
succion, el problema es siempre estable. 
4. PROBLEM MAGNETOHIDRODINAMICO 
Cuando se tiene en cuenta la presencia de un campo magnktico perpendicular a las 
placas y en el caso estacionario, el sistema estarii descripto por el siguiente sistema de 
ecuaciones : 
Vamos a resolver el anterior sistema de ecuaciones en forma nurnkrica utilizando 
tknicas convencionales, tales como mktodo de Runge-Kutta en algunos casos como 
mktodos en diferencias frnitas en otros (mb exactamente se utiliza un metodo de 
relajacion, el cual esta ilustrado en el apkndice A). Haremos tambien una discusion de 
las propiedades de estas ecuaciones en aproximaciones asinthticas para valores grandes 
y pequefios de 10s parhetros sin dimensiones involucrados en este problema, lo cud 
nos permitira tambikn poner en evidencia 10s mecanismos fisicos que intervienen en el 
movimiento del fluido conductor. Sin especificar en detalle las diferentes capas limites 
que aparecen, estos casos asintbticos son ilustrados en 10s cuadros 1 y 2 de la secci6n 
4.1, para diferentes valores asintbticos de R, R, y MA. Estudiaremos solo algunos casos 
teniendo en cuenta que el tratamiento para 10s otros es similar. Adicionalmente, en este 
capitulo regresaremos a la convencibn normal de numeros de Reynolds positivos en 
todos 10s casos, es decir 10s casos succi6n e inyeccibn se diferencian a1 cambiar las 
condiciones de frontera en las paredes. 
Debido a las condiciones de contorno, es decir, inyeccibn o succion a traves de 
paredes perforadas, la velocidad del fluido en estas situaciones esth relacionada con el 
gradiente de presiones seghn x, o sea, con la constante C y la componente x del campo 
magnktico, tal como se demuestra en seccibn 4.5. En cada caso, dada la velocidad y 10s 
demb pariunetros fisicos, hay que determinar el valor de C, como un valor 
caracteristico del problema de condiciones de contorno del sistema de ecuaciones (4.1) 
Y (4.2). 
........................................................................................................ 
4.1 Aproximaciones asintbticas para diferentes valores de Re R,,, y MA. 
Cuadro ~2 1 
1  
-c=-(jf'-f")+T6" - p p f t )  
MA 
MA2 << 1 Mi >> 1  
1 A 1B 
-cMA2 = pf2-ppff salvo qoey >> o C = f  " - f a  salvo quepff >> o 
R,,, <<1 
1 
--pa = b f - p f  f 1  - -p"=@'-pf  f 
Rm R,,, 
1C Aparece una capa limite en la regibn centra 1D 
2 
-cMA2 = pf - ppf c= ff2-8" 
& > > I  
f i f  - pf' = 0 Salvo quep" >> 0 @ - p f f  = 0 Salvo quep" >> 0 
Cuadro No. 2. 
<< 1  
M~~ << 1  Mi >> 1  
2A 2B 
1 1 
- - f " = C + -  1  2 Gf2 -PPft) - - f " = C  &, < < 1  R, MA Re 
1 
--pa = j p p f  f 1 --p" = &,fVPf f 
R, R,,, 
2C 2D 
1  1 
--f-=c+-(Jf'-#a) - - f " = C  1 
R, >> 1 Re MA ' R, 
& I t - p f l =  0 @ - p f f = 0  
4.2 Regimen de conductividad alta: Flexi6n de h s  lineas magneticas. 
Cuando el numero de Reynolds magnbtico es muy grande, es decir R, >> 1, la 
ecuacibn (4.2) irnplica que: 
Excepto en un entomo de y = 0, donde p" puede tomar valores muy grandes, ya 
no es vtilida en esta region la ecuacibn (4.3). Debido a que el campo magnktico debe ser 
continuo, se forma una capa limite resistiva alrededor de y = 0 en el centro del canal. 
Cualquier solucibn de (4. I), en a t e  rkgimen, necesita que p = T f en la park externa de 
la capa limite. Los signos T se deben a que el valor del campo magnktico By ats. 
siempre orientado hacia arriba (o hacia abajo) mientras que, por ejemplo, en el caso de 
succibn f (+l) = i l  en la frontera. La ecuacibn (4.3) indica que las lineas del campo 
magnetico son arrastradas por el fluido, tanto que llegan a ser paralelas en la region 
externa a la capa limite. 
Por otra parte en la capa limite, las lineas del campo magnktico no pueden 
acompafiar mAs a las lineas de corriente, que representan la salida del fluido en la 
direccibn x, dichas lineas del campo magnbtico muestran una fberte curvatura y dejan 
de ser colineales con el flujo (region interna de la capa limite). Las lineas del camp 
magnetico deben ser continuas en la linea de separation entre las regions externa e 
interna, de mod0 que las soluciones encontradas deberk ser empalmadas con 
continuidad. En general, las soluciones para la region extema que se obtienen de las 
ecuaciones diferenciales (4.1) y (4.2), pueden ser resueltas numkricarnente o tambikn, 
para este rkgimen asintotico, de las aproximaciones correspondientes a 10s cuadros lC, 
ID, 2C, 2D, que pasamos a examinar (ver cuadro 1). 
4.2.1 Soluciones asint6ticos de R, >> 1 y Re >> 1 
Consideraremos primer0 el caso de baja viscosidad en el cual R, >> I, entonces la 
ecuaci6n de transporte se reduce a la siguiente expresi6n: 
Reemplazando la ecuaci6n (4.3) en la ecuaci6n anterior, se obtiene el siguiente 
resultado : 
4.2.2 Caso inyecci6n 
Para esta situation, la soluci6n de acuerdo con las condiciones de frontera dadas 
en el capitulo 2, es de la forma: 
Luego la ecuacion (4.5) implica que C debe satisface la siguiente relacion: 
Es decir, la constante C toma un valor positivo en el caso en que MA> 1, o sea 
cuando la energia cinktica es mayor que la energia magnetics. Cuando MA>> , se 
obtiene el caso limite de un flujo laminar no viscoso con C=(n 1 2 ) ~ ~  en donde la 
influencia del campo magnktico es pricticamente despreciable. Cuando MA se 
aproxima a 1 por encirna, C disminuye a cero. Fisicamente, la curvatura de las lineas 
del campo magnetic0 ocasionan una herza adicional hacia afuera, entonces para 
mantener un estado estacionario la constante C debe tomar valores pequefios. En la 
situation en que M A < l  (en este caso la energia magn6tica es mayor que la energia 
cin6tica), C es negativa (ver apkndice A), lo que equivale a decir que existe un 
gradiente de presiones que ejerce una fberza hacia el centro de las placas, la cud puede 
ser equilibrada por la componente B, del campo magnktico, per0 si c > P ' ~ / ~ M ~  no 
existira un estado estacionario con C positiva. Esto se debe a que la curvatura de las 
lineas magneticas ejerce una fberza que favorece la salida del fluido. Adicionalmente, 
cuando MA <1 (y en ausencia de esfuerzos viscosos), solo es posible equilibrar la 
accion del carnpo magnktico, a menos de revertir la direction del gradiente de 
presiones, cuando c < P ' ~ / ~ M ~  . En este caso la fuga de fluido se debe exclusivamente 
a la auvatura de las lineas magnkticas. N6tese que cuando MA=l, el escape del fluido 
se produce sin la acci6n del termino correspondiente al gradiente de presiones C=O y la 
salida del fluido es controlada unicamente por 10s efectos de las herzas magnkticas 
( v h e  la ecuacion 4.47). Ademis si MA<<l, las ecuaciones dadas en 1 C (ver cuadro 
0 
N1)  se satisfacen con valores muy grandes de C. En la figura 4.1 se relaciona la 
constante C, con el numero de Mach Alfiknico MA , relacionados en la ecuacion (4.7). 
Fig. 4.1 En esta figura se muestra la variaci6n de la 
constante C con respecto a Ma para el caso de Re>>I y 
R,>>I. Observe que para MA graudes se obtiene el limite 
laminar no viscoso, debido a la poca influencia del campo 
magn&co. 
La solucibn para la parte interna, se puede obtener tomando una aproximacibn 
para la funcibn f ,  en la vecindad de y = 0, es decir, en la capa limite resistiva central, 
que se presenta cuando Re>>l. Entonces, bajo las actuales circunstancias y tomando 
unicamente el primer tkrmino de la expansibn de la funcibn del seno, que representa a 
f ,  en el interior de esta capa limite, la solucibn sera: 
Para obtener el valor de la funcibn p utilizamos la ecuacibn completa (4.2), la 
cual conduce, luego de reemplazar en ella la ecuacion (4.8), a la siguiente ecuacibn 
diferencial: 
La (4.9) tiene como solucibn: 
1 
Aqui Erf es la funcibn error y Bc = -  K es el valor de la componente By del campo 
magnetico en el centro de las placas. La solucibn (4.10) se obtiene imponiendo que las 
soluciones externas e internas para pt ,  empalmen con continuidad (es decir la 
componente x del campo magnetico B, debe ser continua en el punto de separaci6n de 
10s dos medios): 
lim pt (int erna) = lim pt (externa) 
Y + f m  Y + O  
n: 71: donde p ' (externa) = + - cos(-y) y pt(intenza) se obtiene de la ecuacibn (4.10). 2 2 
Las soluciones numericas del sistema de ecuaciones (4. I), (4.2) son ilustradas en 
las figuras 4.2 y figura 4.3 donde se muestran el perfil de velocidades y el perfil del 
campo magnetico para 10s valores &=441.18 , R,,,=555.227, MA=2.59383 y 
C=2.11384. Ademhs estas figuras nos permiten comprobar la validez de las soluciones 
analiticas obtenidas asintbticamente. 
Fig. 4.2 En esta figura se ilustra el perfil del camp magn&co para el caso 
R,=441.18, Rm=555.227, MA=2.5938 y C=2.11384. ObseaVese la aparicibn 
de una capa resistiva central. 
Fig. 4.3 En esta figura se ilustra el perfil del campo magn&co para el caso 
Re=441. 18, Rm=555. 227, MA=2.5938 y C=2.11384. ObsQvese la aparicibn de 
una capa resistiva central. 
La figura 4.4 ilustra la lineas de corriente y del campo magnktico. Estas 
soluciones coinciden cuando se toma el sistema de ecuaciones (4.1) y (4.2) y se 
resuelven numkricamente utilizando el mdtodo de Runge-Kutta, para valores 
&=441.18 , %=555.227, MA=2.59383 y C=2.11384. A1 utilizar la ecuaci6n (4.7), el 
valor de la constante C es 2.100066, lo cual indica una buena correlaci6n entre 10s 
resultados numericos de las ecuaciones diferenciales completas y las expresiones 
asintbticas de las mismas. En la misma grsca ademis puede observarse que en la capa 
limite central la curvatura del campo magnktico frena la salida del fluido, poco viscoso 
en este caso particular. 
Fig. 4.4 En esta figura se observau las lineas de contorno de la velocidad y el 
campo magndtico para R, y Re grandes. ObsQvese que p~f en la regibn 
externa a la capa limite. 
Por otro lado, la energia disipada por efecto Joule en la capa limite, se puede 
calcular teniendo en cuenta la ley de Ampere: 
dado que el problema es plano, unicamente tomamos la componente J, de la densidad 
de corriente, esto es: 
Con ella, la disipacibn de energia puede obtenerse a partir de la siguiente expresion, 
Reemplazando la ecuacibn (4.13) en la anterior, se obtiene la siguiente expresion para la 
disipacion en el centro del canal: 
donde puede observarse que la capa limite que se genera debido a1 movimiento del 
plasma es poco disipativa, en el limite R,,, >> 1,  ya que disminuye el valor de la 
disipacion Joule en ausencia de movimiento por un factor 1 / K .  Entonces, la mayor 
disipacion de energia ocurre por fuera de la capa limite debido a la amplification del 
campo magnetico, como se aprecia en la figura 4.4 en donde la componente B, del 
campo crece a medida que se separa de las paredes. 
4.3  Aproximaciones Asintbticas Re <<I y Rm <<l 
4.3.1 Caso inyecci6n. 
En este caso de numeros de Reynolds bajos, las lineas de campo magnetic0 son 
ahora rigidas salvo por una pequefia perturbacion, la cud es ocasionada por el 
movimiento del fluido, que a su vez es muy viscoso en este limite (R,<<l). Dicho 
campo magnktico se puede escribir de la siguiente manera: 
en donde po es el valor del campo que asumimos constante y por razones de 
simplificaci6n se puede tomar igual a la unidad. Por otro lado pl es una pequefia 
perturbacion, la cual tal como se dijo anteriormente, es ocasionada por el movimiento 
del fluido. Asi las ecuaciones (4.1) y (4.2), previamente linealizadas, se pueden escribir 
de la siguiente manera: (ver cuadro @2), 
En las expresiones anteriores se han suprimido 10s terminos de segundo orden, es decir, 
tomamos 10s dos primeros terminos de la expansibn p= I +R,,p, +. . . . . 
Por otro lado, el termino 1&, es muy grande, per0 pl" es muy pequeiio, de tal forma 
que la ecuacion (4.18) es vilida. A1 reemplazarla en la ecuacibn (4.17), se obtiene la 
siguiente ecuacion diferencial: 
2 2 f"=-CR,+H, po f' 
Esta ecuacibn a su vez tiene como solucibn (conpo= 1): 
y consecuentemente, reemplazando en la ecuacion (4. 18), se obtiene. la siguiente 
expresion parap, : 
Aqui, Ha es el numero de Hartmann, defrnido anteriormente en el capitulo 2. Ademb, 
la constante de integracion D se calcula teniendo en cuenta que la perturbation en la 
pared debe anularse, entonces queda definida como: 
La figura 4.5 muestra el comportamiento de la componente de la velocidad 
s e g h  la direction del eje x para diferentes valores del niunero de Hartmann. Obs6rvese 
que cuando el numero de Hartmann crece, es decir el campo magnktico se hace muy 
fuerte (MA<<l), el comportamiento del fluido es similar a1 que tiene el flujo de 
Hartmann, en donde la velocidad es constante en el centro del canal y varia fbertemente 
cerca de las placas hasta disminuir a cero exactamente sobre la pared. De las ecuaciones 
generales dadas en el capitulo 2 (ver ecuaciones 2.10 a 2.13), se puede resolver el 
problema del flujo de Hartmann, el cual sera resuelto mh adelante en la seccion 4.6. 

Fig. 4.6 En esta figura se muestra la relaci6n entre C, Ha y Re en el 
caso asint6tico de R,<<1 y R,<<l. 
Por otro lado, la figura 4.7 ilustra las lineas de corriente y de campo magnktico, 
obtenidas por la integracibn numkrica de las ecuaciones bbicas. N6tese la rigidez de las 
lineas de campo magnktico como tambikn que en la pared la componente B, no se 
anula. En esta gruica es dificil de ser apreciado, debido a la escala con la cual fue 
constmida. Sin embargo, este efecto puede apreciarse claramente en la figura 4.8. 
X 1 
Fig. 4.7 Para el caso asint6tico de Rm<<l y &<<l,  se muestran en esta 
figura las lineas de campo para la velocidad y el campo magndtim. Para 
eSte CaSO &=&*.I, M ~ 4 . 3  y e31.3254. 
La figura 4.8 ilustra 10s perfiles de velocidad y del campo, en donde se pone de 
madiesto la aparici6n de la capa limite antes mencionada. Anilogamente, como se 
hizo en el caso asint6tico anterior, las soluciones obtenidas al integrarse numkricamente 
las ecuaciones (4.1) y (4.2) por el mktodo de Runge-Kutta, para 10s valores R, = 0.1, 
R,,, = 0.1, MA = 0.3 y C =  3L3254, coinciden con 10s obtenidos a travks de la 
ecuacibn (4.23), en donde el valor que se obtiene es C = 3L3326. Asi se muestra 
nuevamente un buen acuerdo entre 10s resultados asintbti&s y 10s numkricos 
encontrados al integrar el sistema de ecuaciones completas. Por otro lado, en las 
integraciones numericas que heron realizadas para diferentes valores del numero de 
Reynolds, no muestran variaciones apreciables, para ambos perfiles de la velocidad y 
del campo magnktico, en el rango 0.11%530, como puede verificarse en la figura 4.8. 
Fig. 4.8 Para el caso asintbtioo de Rm<<l y Re<<l, se muestra en esta figura el 
p e a  de velocidades y del campo magn&co. ObsQvese que el campo no se 
anula en la pared. 
4.4 Soluci6n con capa limite en la pared para Re>>l, Rm>>l y 
 MA<<^   HA>>^) 
Para el caso dado en el cuadro lA, o sea cuando &>>I, Rm>>l y si 
M~~ << 1 , las ecuaciones a resolver son ahora: 
La ecuacion (4.25) se puede escribir tambikn de la siguiente forma: 
La ecuacibn (4.24) indica esencialmente que el carnpo magnktico esta en 
equilibrio con la presion, y que 10s efectos viscosos e inerciales son despreciables, lo 
cual conduce a que la ecuacion (2.1) se pueda escribir de la siguiente forma: 
La solucion a la ecuacion (4.24) es: 
Ademb, con las condiciones de frontera p(f 1) = -1 y B, (f 1) = 0, y con p dado 
por (4.28), se obtiene: 
Sin embargo, ~,(&1)# 0, lo cud indica que las paredes son materiales 
dielkctricos (o esth recubiertos de una delgada capa dielectrica). Asi es que para este 
regimen no existe solucion en el caso de paredes conductoras, a menos que se desarrolle 
una capa limite en la pared. La velocidad del flujo consistente con la solucibn dada en 
la ecuaci6n (4.29), esth descripta por la siguiente relacibn: 
que de hecho resuelve la ecuaci6n (4.26) y adicionalmente satisface la condition de 
punto de estancamiento f (0) = 0. En la expresion anterior, la funci6n de Gudermannian 
gd(y) (ver Tablas de Grandshteyn-Ryzhik (1980)), representa la integral: 
-. 
Losk 
Fig. 4.9. En una escala logaritmica se ilustra el comportamiento 
de Rm, con respecto a la constante k. 
Como en las paredes, en el caso de inyeccibn, se debe satisfacer f(&l)=l, k debera 
ser determinada por las raices de la ecuaci6n trascendental: 
La figura 4.9 muestra el wmportamiento de la constante k con respecto a R,,, dada 
por la ecuaci6n (4.32). De la ecuaci6n (4.30), se obtiene: 
Entonces, de la condicibn f l ( + l )  ;t 0, se observa que siempre se genera una capa 
limite viscosa en las paredes, ya que no se cumple la condicibn, 
kg. 4.10. Se il& la Mdaci6n de la m&~e C mn respecto a 
k y MA cuando R, >>1 y Re >>I y MA < I .  
Adicionalmente, el parketro k no es arbitrario, debe satisfacer la ecuacibn: 
es decir, C esta determinado por 10s valores de k, tal como se ilustra en la figura 4.10, 
en donde se  observa un mkimo de C para k=1.2 y tiende a cero cuando &>>I y para 
valores pequeiios de MA. 
4.5 Determinaci6n del campo de presi6n 
En esta secci6n deduciremos una expresi6n para el gradiente de presiones y la 
relacion que existe con la constante de integracion C. Esta constante aparece a1 integrar 
la ecuacion de grado cuarto, que representa el movimiento del fluido. Tambien 
mostraremos como esth relacionados entre si, el gradiente de presiones, la firerza 
magnktica y la constante C. La ecuaci6n del movimiento dependiente del tiempo, en 
terminos de las funciones similaresfS p y la constante C est4 dada por la expresi6n: 
(ecuacibn (2.20)) 
Por otro lado, la ecuacion del movimiento en su forma bbica, ecuaci6n (2.1) es 
En la ecuaci6n anterior la velocidad, el campo magnktico y la densidad de 
corriente se pueden escribir, en t e i n o s  de las funciones similares f y p,  de la 
siguiente forma: 
Entonces, la ecuaci6n (4.37) se transforma en el siguiente sistema de ecuaciones 
para las componentes x e y : 
De las ecuaciones anteriores se obtiene, por simple inspecci6q la forma general 
para la presibn, en el caso de flujos bidimensionales, viscosos, conductores en canales 
porosos y en presencia de un campo magnbtico transversal a las paredes . Dicha 
presi6n se puede escribir como: 
La anterior expresion independiente del tiempo, queda en la forma: 
en donde se define: 
Utilizando las definiciones dadas en (4.45) y adimensionalizando todas las 
variables, de igual forma a la utilizada en el capitulo 2, la ecuacibn (4.44) se puede 
escribir de la siguiente manera: 
Nuevamente, por razones de simplicidad en la notacion, hemos suprimido la tilde 
en todas las variables de la ecuacibn anterior, sin embargo, todas estas variables son 
adimensionales. El gradiente de presibn en la direccion x, se podra escribir entonces 
como: 
En la ecuacion anterior es importante notar que no hay componente y del campo 
magnetico (es decir no aparece p), esto es debido esencialmente a que la ecuaci6n del 
movimiento es del tipo: 
El primer tkrmino del lado derecho en la anterior expresibn, asocia la fberza 
debida a la presi6n total y el segundo represents la fberza ocasionada por la curvatura 
de las lineas del campo magnetico. En este caso, las lineas de fberza del campo 
magnktico acthn como una banda elbtica que hace presion sobre el flujo. Esta "fberza 
elhtica" se puede escribir en tkrminos de p y p' de la siguiente manera: 
Donde Fc es la k e r n  debida a la curvatura del campo magnetico. Las 
componentes x e y de esta fberza es th  dadas por: 
La aceleracion total en la direccion del eje x sera entonces la suma de las 
componentes debidas a la presibn total y la debida a la curvatura del campo magnetico: 
Reemplazando la ecuaci6n (4.47) en (4.52), se obtiene la siguiente expresi6n 
adimensionalizada: 
A manera de ejemplo, en las figuras 4.11, 4.12 y 4.13 se ilustran las lineas de 
contorno de la presi6n para&=441.182, &=555.22 y M~=0.9,  1.2 y 2.0. Aqui se han 
usado las expresiones asintbticas calculadas para el campo y la velocidad en el caso en 
que ambos n h e r o s  de Reynolds Sean altos, (ver capitulo 4, ecuaciones (4.6) y (4.10)). 
De estas grGcas se observa que en la regi6n de la capa limite el gradiente de la 
presi6n es mucho miis intenso. Adicionalmente, cuando aumenta el numero de 
Reynolds magnetico, esta intensidad comienza a disminuir hasta obtenerse el caso 
hidrodinhico no viscoso. Cuando MA<] se observa el cambio de direccion del 
gradiente de presiones. 
Fig. 4.1 1. Se ilustran las lineas de contorno de lii presi6n total 
para R,=555.22, M=441.18 y MA=0.9. Aqui la constante C es 
negativa (Ver ecuaci6n 4.7). 
fig. 4.12. Se ilustran las Uneas de contorno de la 
presi6n total para R,=555.22, Rp441.18 y MA=1.2. - 
Fig. 4.13. Se ilustran las lineas de contorno de la 
pr&n totd para R,=555:22, Rs441.18 y MA=2. 
En este limite de niuneros de Reynolds grandes, para el caso de inyeccibn, 
ilustramos en la figura 4.14 la variacibn de la componente x de la aceleracibn, dada en 
la ecuacibn (4.53), con respect.. a1 ancho del canal. Se puede observar que por fuera de 
la capa limite a, es constante y posee un minim0 en el centro del canal. Esta 
componente de la aceleracibn represents una parte de la fuerza de curvatura y la fuerza 
asociada con la presi6n total. 
Fig. 4.14. Se ilustra la variaci6n de la componente x de 
la aceleracihn para valores de R,=555.22, R~441.18 
y MA=2. 0.
4.6 Soluci6n clisica para el flujo de Hartmann. 
La solucibn presentada en la secci6n 4.31 admite una interpretation fisica en 
terminos de solucibn de Hartmann, la cud es bien conocida en la literatura sobre flujos 
magnetohidrodinhicos. Nos referimos explicitamente a1 flujo de Hartmann en el cud 
un fluido se mueve en un canal se&n la direcci6n del eje x, aqui 1a.s paredes ciegas, es 
decir no hay succion ni inyeccion. Adicionalmente existe un campo magnktico, el cual 
en principio es perpendicular a la direccion del fluido. 
Retornamos nuevamente el sistema de ecuaciones dado en (2.1 1 )  y (2.13) 
independientes del tiempo, para resolver este caso y teniendo en cuenta que ahora 
p p f = O .  N6tese que este problema es uniforme a lo largo del canal y que ya no tiene 
soluci6n de semejanza. Las ecuaciones pueden escribirse en forma adimensional de la 
siguiente manera (para este caso este caso v,=g', v,=O, B,=q' y By=p=Bo): 
Aqui se ha tornado p=-Bo y C'=C/U&~ y C'th relacionada con el gradiente de 
presiones se& el eje x. Reemplazando (4.55) en (4.54), se obtiene la siguiente 
expresi6n: 
Ahora, si en la ecuaci6n anterior hacemos el cambio de variable v,=u=g, , 
obtenemos la siguiente ecuacibn: 
la cud tiene como soluci6n a: 
en donde la constante A se define: 
-KC, A = [- H: + 4)/C~sh(Ha) H,' 
Entonces la ecuaci6n (4.58), se puede escribir entonces de la siguiente forma: 
que es la solucion clhica al flujo de Hartmann. Notese la analogia que existe entre la 
ecuaci6n (4.60) y v,=xj' obtenida a partir de la ecuaci6n (4.20), para el caso de 
inyeccion. Observes6 que en este caso de paredes porosas, para cada valor x, se obtiene 
un perfil v, de Hartmann. Por otro lado, la h c i b n  q queda ahora determinada de la 
siguiente forma: 
La ecuacion anterior es una correction, la cual tiene que anularse en las paredes, 
esto es, el campo electrico tiene que ser nulo en dichas paredes. En caso contrario, 
nunca se podra desarrollar una capa limite, ya que aunque se este muy lejos de las 
paredes, 10s efectos de 6ste no desaparecen en el fluido, toda vez que la influencia 
electromagnktica es de largo alcance y afectarii entonces a todo el fluido. Como, en la 
frontera se debe satisfacer la condici6n V x E = 0 con ~ = ~ , & = c t e ,  de tal forma que 
aE/ay=O. Esto s610 es posible, si y solo si, las paredes son dielkctricas, en cuyo caso la 
corriente producida por E, es totalmente transportada por el fluido. Otra posibilidad es 
que las paredes laterales Sean conductoras y estkn cortocircuitadas, de tal forma que 
E,=O en la regi6n interior (ver figura 2.1). En defmitiva E, es creado por el flujo y 
depende solo del estado elkctrico de las paredes, reflejhdose en la aparicion o no de 
una capa limite sobre dichas paredes. 
Como el flujo externo debe empalrnarse con el interno de tal forma que 
V2U/"' = 0, lo cual irnplica que qd = 0, es decir el carnpo debe ser nulo en las paredes, 
w 
per0 q,,, = -R,,,ctEz en la pared de acuerdo a la ley de Ohm, la unica posibilidad es que 
4"' = -x, para asegurarse de que qy=O. 
Finalmente, la ecuacion (4.56) puede integrarse una vez para obtener la 
componente x del campo magnktico, el cud puede escribirse en la siguiente forma: 
La constante kl se determina teniendo en cuenta que B,=O en el centro del canal. 
4.7 Caso succi6n cuando Re<<l y Rm<<l. 
En esta situacibn, las soluciones son sirnilares a las obtenidas para el caso de 
inyeccibn, salvo que ahora las condiciones de frontera cambian, entonces la solucibn 
para f viene dada por la expresibn: 
en donde se ha asumido que el campo magnktico se puede escribir tambikn como 
p=po+pI, entonces la perturbacibn p, para el campo magnktico puede escribirse de la 
siguiente manera (Aqui tambikn asumirnos quepo= I ) :  
dado que la perturbacibn tiene que anularse en la pared, entonces la constante D viene 
dada por la expresibn : 
De acuerdo a lo anterior y siendo consistentes con la ecuacibn (4.23), tambien la 
constante de integracibn C cambia de signo: 
Por otro lado la figura 4.15, ilustra las lineas de corriente y del campo 
magnktico, obtenidas a partir de la integracibn numkrica de las ecuaciones bhicas para 
R,,,=O.l, MA=10 y %=0.1. Obskrvese que las lineas del campo magnktico continuan 
siendo rigidas per0 debido a la succibn del fluido por las paredes, la curvatura de estas 
lineas, son contrarias a las del caso de inyeccibn. 
Fig. 4.15 en esta figura se ilustran las lfneas de contorno de la velocidad y el campo 
magndtico para R,,,=O. 1, MA=I 0 y &=0.1. La flexibn de las heas magn&cas es 
contraria a la obtenidas para el caso de inyeccibn 
Adicionalmente, para 10s mismos valores anteriores de MA=lO, y R,=O. 1, se 
muestra en la figura 4.16 10s perfiles de velocidad y del campo magnktico en este 
rkgimen asintbtico. En esta grhfica se ilustran 10s perfiles para valores de Re variando 
entre 0.3 y 27.3.y con un increment0 de 3. Como se puede notar a medida que el flujo 
se hace menos viscoso, el efecto del camp magnktico se hace mas nobrio, haciendo 
que disminuya apreciablemente la velocidad de salida del fluido en el centro del canal, 
y como consecuencia este fluye con mas velocidad cerca a las paredes. A medida que 
este mas cerca se encuentre de las paredes mayor va a ser el cambio de velocidad, por 
ejemplo en y=0.96 la velocidad v, varia de 0.4 a 0.8, cuando el numero de Reynolds 
cambia de 0.1 a 30. Sin embargo, la componente x del campo magnetico, va 
aumentando de valor en la pared evidenciando de esta forma la aparicibn de una capa 
limite, en el caso de paredes conductoras, o las paredes podrian ser dielectricas (al 
menos deben de estar recubiertas por una delgada capa dielectrics). Lo anterior es 
razonable si se tiene en cuenta de que el fluido tiene que venir de alg6n deposito 
colocado lejos del centro del canal y salir, por las placas per0 debido al fuerte c a p o  
magnetico y a medida que el fluido se vuelve menos viscoso este fluye menos por el 
centro del canal. En este punto es conveniente aclarar que en nuestro calculo numQico 
hemos omitido la condicibn de que p' sea cero en la pared y se deja que este valor se 
ajuste libremente a las demh condiciones del problema. 
Fig. 4.16 En esta figura se muestra el comportamiento del perfil 
de velocidad y campo magndtico d o  aumenta el numm de 
Reynolds Re para R,=O. I, y M,=lO en el caso de succi6a 
Por otro lado la figura 4.17 ilustra 10s valores de la vorticidad en la pared en 
funcibn del numero de Reynolds Re, cuando se toman R,=O. 1 y MA=lO. Se observa en 
esta grhfica que la vorticidad varia muy lentamente para el caso inyeccion y aumenta 
considerablemente en el caso de succibn a medida que el numero de Reynolds crece, 
evidenciando de esta forma la aparicibn de una capa limite en la pared para el caso de 
&>>I. Adicionalmente, si se compara el efecto del campo magnktico, con respecto a1 
case fluidistico puro, se nota que en inyeccion la vorticidad en la pared aumenta 
levemente, mientras que para succion, dicha vorticidad disminuye considerablemente a 
medida que el numero de Reynolds crece. Es de notar que cuando el numero de 
Reynolds es nulo, entoncesy =2.984 con o sin campo magnktico. 
Fig. 4.17 M c a  de la vortiddad en la pared en funci6n del 
numero de Reynolds. Obskvese que para e l  caso de succi6n el 
efecto del camp0 magn6tico hace que se dkminuya la vorticidad 
en la pared. 
5. Estudio de la estabilidad para el problema MHD en placas 
perforadas y paralelas. 
Como se demostri, anteriormente en el capitulo 2, las ecuaciones para el momento 
y la ley de Ohm en forma reducida se pueden escribir wmo: 
(8, -v.V2)w- [cwl= 0 
En donde las componentes de la velocidad y el campo magnetiw, de: 
Las funciones E,(x,y) y la funcion del flujo Nx,y), que d e f k o s  en el capitulo 
2, son para el caso estacionario las siguientes: 
Para el estudio de la estabilidad del sistema descripto por las ecuaciones (5.1) y 
(5.2), asumirnos con el fin de linealizarlas, que las knciones E, y y,  pueden escribirse de 
la siguiente forma: 
en donde 5, y Y, son las pequefias perturbaciones de las funciones que representan el 
caso del equilibrio representados por 5, y Yo. Teniendo en cuenta las definiciones 
anteriores, y suponiendo perturbaciones para el tiempo de la forma 5, = S,(X,~)?, 
entonces de las ecuaciones (5.1) y (5.2), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones: 
En el problema tratado en este trabajo, solo conocemos las condiciones de 
frontera para la variable y, por lo tanto suponemos que tambidn para este caso 
particular, dichas perturbaciones se pueden escribir de la siguiente forma autosimilar: 
Reemplazando las ecuaciones (5.8) y (5.9) en el sistema de ecuaciones dado en 
(5.6) y (5.7) y adimensionalizado (ver capitulo 3, obtenemos: 
En donde 10s elementos de las matriz 3, se defmen como: 
La soluci6n de la ecuacion (5.10) da 10s valores propios s y vectores propios fi y 
p, asociados con las soluciones que representan el equilibria f, y p,. Nuevamente 
retornamos, a1 esquema planteado en el capitulo 3, es deck se obtiene el caso de succion 
para ambos nfimeros de Reynolds positivos e inyeccion para ambos nheros  negativos. 
En otras palabras, el sistema es estable para inyeccion si s>O y para succi6n si s<O, en 
caso contrario el sistema siempre sera inestable, lo anterior puede resumirse en el 
siguiente cuadro. 
I Para Estable I Inestable 
Por otro lado las perturbacionesfi y p, para que se satisfaga la ecuacion (5.10) no 
pueden ser ambas simetricas o antisimetricas. Obligatoriamente tiene que ser una 
combinacibn de ellas: simetrica fi. y antisirnktrica pl, o viceversa Por otro lado, en 
general se fijaron valores para Rm y MA y se obtuvieron resultados para diferentes 
valores de Re, utilizando para ello el mismo esquema con el que se trabajo en el capitulo 
3, es decir se utiliza el metodo de relajacibn para el calculo de fbnciones del equilibrio, 
en el cual se parte de las soluciones asintoticas para Re<<I y Rm<<I, se obtienen de 
esta forma las soluciones para un par de valores fijos de MA y Rm dados previamente. El 
calculo se inicia con un valor de Re=O.I. Despues se calculan otras soluciones del 
equilibrio por incrementos sucesivos de R, Finalmente estos valores de equilibrio son 
reemplazados en la ecuacion (lo), cuya solucion da 10s valores propios y las funciones 
propias asociadas con las perturbaciones, tanto parafi como parapl. 
5. 2 Estabilidad para perturbaciones: simehica fI y antisimhtrica p, 
La figura 5.1 ilustra 10s resultados obtenidos en el caso de perturbaciones 
simetricafi y antisimetrica p, (perturbaciones S-A), para. Rm=O.l y MA=IO tanto en 
inyeccion como en succion. Igualmente en la figura 5.2 se ilustran 10s resultados cuando 
Rm=O.I y MA=0.5, tambien en 10s casos de succion e inyeccion. Los resultados 
obtenidos pueden resumirse en 10s siguientes puntos: 
a) La presencia del campo magnetico en ningim momento desestabiliza el flujo. 
Este continua siendo estable en 10s casos de succion e inyeccion, tal como sucede en el 
caso hidrodinimico. 
b) En succion, la primera raiz rl siempre tiende asintoticamente a cero, en este 
regimen de Rm<<l. Sin embargo el efecto del campo magnetico hace que para numeros 
de Mach Alfvenicos cada ves m b  bajos, el sistema sea menos estable en el sentido de 
que r1 tiende m b  rapidamente a cero, cuando R,+oo. En este mismo sentido si se 
comparan estos resultados con 10s obtenidos para el problema en donde no existe el 
campo magnktico, tratado en el capitulo 3 (ver figura 3.4), se observa que la presencia 
de dicho campo magnetico hace que la curva correspondiente a r,, tienda m h  
rapidamente a cero, cuando Re+oo. 
c). Tambidn se observa que la segunda raiz r2, en el caso de succion, ya no tiende 
asintoticamente a -2 como ocurre en el caso fluidistico (ilustrado en la figura 3.4). 
Cuando Re+m atraviesan ese valor, tanto que cuando Re=25, se tiene que r2=-I.45 con 
Rm=O. 1 y MA=I 0, ademb se tiene que r2=-1. 53 cuando se toman Rm=O. I y MA=O. 5. 
Por otro lado las curvas correspondientes a r3 y r4 que tienden a -4 y -6 cuando 
Re+m en el caso fluidistico, sin embargo se juntan o coalescen en Re=-15.3 para Rm=- 
0.1 y MA=IO y en Re=-15.6 para Rm=-0. I y MA=0.5, dando entonces lugar a la 
aparicibn de valores complejos conjugados a partir del momento en que se juntan. 
d) En el caso inyeccion, para el tipo de perturbaciones S-A, las curvas 
correspondientes a r, y r2 coalescen en Re= -9.5 y las curvas r3 y r4 en Re=-12. 6 para 
RmZ-O. 1 y MA=0.5. 
e) Por otro lado las curvas r, y r2 coalescen en Re= -9.1 y las curvas r, y r4 en 
Re=12.3 para 10s valores de Rm=O. I y MA=IO, mientras que para el problema sin campo 
magnetico las cumas r, y r2 coalescen en Re=-I I per0 las curvas r3 y r4 no se juntan en 
el rango de Re entre 0 y -25. 
0 Adicionalmente se tiene que en el cam fluidistico, el valor correspondiente a la 
primera raiz, en r, (&=O.l)=- 199.067, toma ahora 10s valores r, (le=O. I)% -9 7.088 
(MA=IO, RpO.1) y rl(Re=O.l)= -97.0942 (1MA=0.5, R p O .  I). 
Fig. 5.1 Se ilustra para el caso de perturbaciones S-A, 10s 
autovalores en fimci6n del n6mero de Reynolds, tanto para 
succi6n corn inyecci6q con R,=O. I, MA=IO. 
Fig. 5.1 Se ilustra para el caso de perturbadones S-A 10s 
autovalores en funci6n del nbero de Reynolds, tanto para 
succi6n como myecci6q con R,=O. I, MA=0.5 
La figura 5.3 ilustra el caso de inyecci6n para Rm= I y MAzO.5 en donde se 
presenta una gran variedad de efectos importantes. El aumento de la difusividad 
magnetics hace que el flujo sea "mh estable", incluso si se compara con el caso 
fluidistisco puro. El valor de rl(Re=O. I)= -8.365, que es muy superior al encontrado en 
10s casos anteriores. la tendencia de la curva rl es a tomar un valor asint6tico diferente 
de cero a medida que se aumenta el numero de Reynolds magnetico, R,., para este caso 
particular la curva tiende al valor de -0.6. Por otro lado las curvas correspondientes a r, 
y r3 son las que se juntan en Re=5. 25, para posteriormente separarse en &=7.2. 
Fig. 5.3 Se ilustra en el caso de peaturbaciones S-A, 10s 
autoValores en funci6n del n6mm de Reynolds para succi6n, con 
R,=I, MA=5. 
Por otro lado en el caso de inyecci6n y para valores altos del numero de Reynolds 
magnetico se observa que las curvas rl y r2 siempre se juntan, por ejemplo cuando 
R,=-100 y MA=5, estas curvas coalescen en &=-1-29. En este mismo caso, 10s valores 
correspondientes a la primera y segunda raiz son practicamente constante a partir de 
Re=-10, tal como puede verificarse en la figura 5.4. Las curvas correspondientes a r3 y 
r,, cualescen para todos 10s valores de &. Por otro cuando se disminuye el nlimero de 
Reynolds magnktico aparece una amplia red de separaciones y uniones de las curvas r2, 
r, y r,, y se puede inferir de 10s resultados obtenidos, que otras raices tambikn 
participan en la formation de la mencionada red. 
I I 
5.5  1 I r - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
I I 
5.0  I r - - - - - - - - - - T - - - - - - - - - -  
- Pert .  sim6tkica R, = - 1 0 0 : ~ ~  = 5  
4.5  
I I 
I I 
4 . 0  I I I 
- 2 0  - 1  5  - 1 0  - 5  
R . 
0  
Fig. 5.4 Se ilustra en el caso de perhrrbacim S-A, 10s 
autovalores en funci6n del nbem de ~ e ~ n o l d s ,  con R,=-100 y 
MA=5. 
Fig. 5.5 Se ilustra en el caso de perhxbaciones S-A, 10s 
autovalores en funci6n del nhnem de Reynolds con R,=-I y, 
MA=I. 
5.3 Estabilidad para perturbaciones: antisim6trica fi y sim6trica pp  
En el caso de perturbaciones antisimetricas parafi y simetricap,,, tambien hemos 
variado Re de la misma manera como se hizo en 10s casos anteriores y hemos dejando 
constantes a R, y MA. Cuando R,=O.I hemos obtenido resultados numkricos para 
valores de MA=O. 4, 0.5, 1.0 y IO. 0 10s cuales son ilustrados en la figuras 5.5 a 5.8 tanto 
en 10s casos de succi6n como de inyeccibn. Los resultados obtenidos se pueden resumir 
en lo siguiente puntos: 
a) El flujo continua siendo estable para inyeccion de igual manera como sucede el 
caso las perturbaciones S-A en MHD y en el caso fluidistico puro, salvo en el detalle de 
que si Rm=O. I, las curvas correspondientes a q2 y q3 se unen en Re=-I2.4, -13.6, -1 7.2, 
para MA=O. 4, 0.5 y I, respectivamente. Para MA=IO y Rm=O. I el esquema es muy 
similar al correspondiente obtenido para el caso sin campo magnetico, tal como se 
puede verificar si se comparan las figuras 5.5 y la figura 3.5; Recordemos que, en el 
caso hidrodinhico, el flujo se hace inestable a partir de Re=6.0014, mientras que en 
este caso particular MHD el cambio de la estabilidad ocurre para el n h e r o  de 
Reynolds Re =6.144. 
b) En el caso de succion para R,,,=O. I y MA=0.4, 0.5, 1.0 y I0  se encuentra que 
para Re+oo, las raices q,, q2, q3 y q4 tampoco tienden a 10s valores asintbticos del caso 
fluidistico puro, tal como sucede en el caso anterior de perturbaciones S-A cuando se 
comparan con el problema fluidistico puro. En la tabla 5.1 se muestran 10s valores de qI 
obtenidos para Re=20. Se puede apreciar en esa tabla, la influencia del campo 
magnktico, el cud tiende a estabilizar el flujo a medida que dicho campo magnetico se 
hace m h  intenso. 
Fig. 5.5 Se ilustra el caso de succi6n e inyecci6n 
para pert. A-S. AQui se ha tomado Rm=O.l y 
MA=O. 4. 
- ---1--1--1--1-- 
I I I I  
- - - -  l - - l - - l - - L - -  
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Fig. 5.7 Se ilustra el caso de succi6n e 
inyecci6n para pert. A-S. Aqui se ha tornado 
R,=O. I y MA=I. 
Fig. 5.6 Se ilustra el caso de succi6n e 
inyecci6n para pert. A-S. AQof se ha tomado 
R,=O. 1 y MA=0.5 
Fig. 5.8 Se ilustra el caso de succi6n e 
inyecci6n para pert. A-S. Aqui se ha tornado 
Rm=O. 1 y MA= 10. 
Tabla 5.1 
MA q1 92 93 94 
Sin camp0 1 -1 -3 -5 
El hecho de que para ql (Re=20), si MA= I, sea menor que qI (R,=20), si MA=O. 5 se 
. 
debe a que la curva correspondiente para MA=I, gue tiene un m b o  en &=I1.4, 
como puede verificarse en la figura 5.9, en la cual adicionalmente se han dibujado las 
primeras raices ql para diferentes valores del nlimero de Mach Alfvknico. En esta 
ultima grata se manifiesta aun mejor el efecto del campo magnktico ya que, como se 
habia dicho anteriormente, a medida que disminuye MA se estabiliza m h  el fluido para 
nlimeros de R, < < I .  
Fig. 5.9 En succi6n, se mueamn 10s valores reales de las 
primeras raices q,, donde apamce el cambio de estabilidad 
para diferentes valores de MA en funci6n de R,. Aqui se ha 
tornado R,=O. I. 
En resumen cuando se intensifica el campo magnktico el flujo se estabiliza, 
mientras que cuando se debilita dicho campo y con alta difusividad magnktica, el flujo 
presenta las caracteristicas del caso fluidistico puro. 
Por otro lado cuando aumentamos el nhnero de Reynolds magnktico, por ejemplo 
si tomamos Rm=l observamos que para el caso de succi6n este se welve inestable a 
partir de Re=7. 752 cuando MA=IO y en Re=24.23 cuando MA=5, nuevamente se 
eorrobora el hecho de que el efecto del campo magnktico es el de tratar de remover la 
inestabilidad, estos resultados son ilustrados en las figuras 5.10 y 5.1 1. 
Fig. 5.10 Se ilustra el caso de succi6n para 
pert. A-S. Aqui se ha tornado R,=I y 
MA=5. 
Fig. 5.11 Se ilustra el caso de succi6n para 
peat. A-S. Aqui se ha tornado R,=l y 
MA=l 0.
De todas maneras, el hecho de aumentar linicamente el n h e r o  de Reynolds 
magnetico, hace que el flujo se trate de estabilizar como puede observarse sin se 
comparan las figuras 5.9 y 5.11 (ver recuadro de esta figura), ya que para Rm=O.l y 
MA=lO, el flujo se welve inestable a partir de Re=6.114, mientras que para el mismo 
R,=l y MA=10 la inestabilidad empieza en Re=7. 752. 
De las figuras 10 y 11 tarnbikn puede obsemarse que cerca del eje s=O, las ramas 
correspondientes a ql y q, a1 incrementar el valor de R,,,, se unen en &=3.635 (MA=5) y 
&=3.801 (MA=lO) para posteriormente separase de nuevo Re=11.843 (MA=5) y 
&=5.589 (MAzI 0). El tramo que permanecen unidas depende del valor que tome MA., a 
medida que se disminuye este valor, la curva qI tiende a permanecer unida un tramo 
m h  largo a q2, sin que estas se vuelvan inestables. 
5.4 Analisis del tipo de bifurcacihn local. 
Para investigar el tipo de bifurcacibn locales que aparece en 10s casos MHD, y en 
especial, en aquellos donde el autovalor s cambia de signo retomaremos las ecuaciones 
(5.10) a (5.14). Necesitamos defrnir el operador adjunto de 3 el cual se consigue con la 
identidad generalizada de Lagrange, es decir utilizamos la siguiente definicibn: 
(v,3u)- (u,Sv) =I]!,), luego con base en lo anterior 10s elementos del operador 
adjunto 3' se pueden escribir de la siguiente forma: 
Por otro lado, como estamos interesados en estudiar el tipo de bifurcation que 
aparece cuando hay un cambio de estabilidad, por ejemplo en el caso de succi6n cuando 
Rm=l, MA=10 y Re=24.23, entonces hacemos una perturbation inicialmente de Re, 
defmiendo para ello a E = Re-Roe dejando fijos 10s valores de R,,, y MA. Suponemos que 
ya se conocen las soluciones del equilibrio fo y po para una terna de valores &, Rmo y 
MAO. Se sabe ademb que una expansion en terminos de E es apropiada para un punto 
regular, mientras que para un punto de retorno o de bifurcacibn tipo pitchfork, es 
apropiado expandir en terminos de E" (Ver Zaturska et al (1988, sec 5.4)). Entonces 
podemos escribir las soluciones del equilibrio de la siguiente manera: 
Las expansiones anteriores al reemplazarlas en el sistema de ecuaciones 
diferenciales bbicas independientes del tiempo dadas en (2.28) y (2.29), dan origen las 
siguientes resultados (El cambio en la notaci6n se debe a que esto nos permite hacer una 
mejor diferenciacion, con 10s resultados expuestos anteriormente): 
Para la soluci6n de orden EO 
PR+&(F,P,' - F,'Po)=O ' 
Las cuales deben satisfacer las condiciones de contorno: 
HFo=O y KPo=O 
Dado que el flujo es en principio simbtrico, la h c i b n  Fo que lo representa es 
una h c i h  impar, mientras que el campo magnktico siempre esta representado por 
una funcibn par. 
La solucion de orden EI'~ 
en donde 3,/, esta definido como 
y 10s elementos de la ecuaci6n anterior vienen definidos como: 
Comparando el sistema de ecuaciones anterior con el sistema dado en las 
ecuaciones 5.16 a 5.19 se observa que coinciden 10s operadores 3,,, y 3 6=Fo y 
po=Po) luego se deduce de inmediato que para 10s puntos regulares donde s&, solo 
es posible una solucion trivial FlI2=O y Pl,,=O. Se puede demostrar, que bajo estas 
circunstancias, no es posible que aparezcan bifurcaciones. Entonces para la busqueda 
de 10s diferentes tipos de bfircaciones, se asume que s=O, como ocurre por ejemplo 
en un cambio de estabilidad,. Con base en lo anterior y utilizando la alternativa de 
Fredholm, suponemos entonces que F y P no son imicas para R, cerca de &=Rh lo 
que nos permite escribir 
en donde a es una constante que determinaremos mb adelante. Sustituyendo las 
ecuaciones anteriores en las soluciones de orden E' obtenemos el siguiente sistema: 
x,,F, + 30,4 = -a2%(GQ' - QG3 
que en forma resumida se puede escribir como: 
De acuerdo a la identidad g e n e r a l i i  de Lagrange definda anteriormente y 
, para que exista soluci6n diferente de la trivial, se debe cumplir que: 
= r con (r,h) = [~(r,, h)L, ademis = 0 y K& = 0, (K representa el 
operador para las condiciones de frontera sobre las perturbaciones Fl y PI, defindas en 
el capitulo 2). En nuestro dcu lo  dadas las condiciones de frontera para T, y A, se tiene 
que i(q,fi) = 0, entonces de lo anterior se obtiene que (r, A= 0). Por lo tanto se 
deduce que: 
que de una manera resumida se puede escribir: 
Podemos entonces distinguir tres casos de acuerdo a 10s valores que tomen fl y @: 
I) s=O, ?t 0 y. fi # 0. En este caso la bifurcacion en &=KO es un punto de retorno, F 
se puede determinar con 10s t b i n o s  del orden E'" dando origen a dos soluciones :si 
&>KO y R, <KO y ninguna si y R, > KO, respectivamente. 
II) s=O, gq = 0 y. fi t 0. Luego F se puede determinar con 10s tkrminos del orden eO, la 
irnica solucibn posible es que a sea nula, En este caso la bifurcacion es transcritica. En 
&=KO hay una sola solucion y dos para puntos cercanos a K O .  
III) s=O, = 0 y. fi = 0. Entonces a esta indeterminada. En este caso la bfircacibn 
en & =Re0 es del tipo pitchfork. 
Dado que Fo es una funcion irnpar, mientras que Po es par y dado que y Q 
son contrarias y conservan la misma paridad de G y Q, entonces las integrales dadas en 
la ecuacibn (5.42) se anulan. Por lo tanto podemos concluir de que en este tip0 de 
cambios de estabilidad aparece una bifurcaci6n del tipo pitchfork. Nosotros 
comprobamos numMcamente las paridades de las fmciones y Q, utilirando el 
mismo mdtodo que utilizamos en el calculo de las perturbaciones G y Q 
Por otro lado podemos examinar el tipo de bifurcation que aparece cuando 
examinamos en puntos alrededor de R,=RmO Procedemos de igual forma como se hizo 
en el caso anterior, en cuyo caso la ecuacibn (5.38) se transforma en: 
Nuevamente, si tenemos en cuenta la paridad de las funciones involucradas en la 
ecuacion (5.41), vemos que cuando perturbamos alrededor de RM tambien se tiene una 
pertwbacibn tiPo pitchfork. 
6 CONCLUSIONES 
Presentamos una descripcibn sistemhtica del movimiento y estabilidad de un 
fluido conductor en canales con paredes porosas, controlado por la presencia de un 
campo magnetico externo. Desde el punto de vista de las aplicaciones industriales 
hemos sefialado que este modelo puede ser aplicado a problemas que involucren 
retencibn de fluidos conductores, por ejemplo casos de lubricacibn, enfriamiento o 
metalurgia. 
Desde un punto de vista matemhtico, hemos usado variables autosirnilares para 
transformar un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden con dos 
indignitas espaciales y una temporal, descripto por las ecuaciones de Navier-Stokes y 
la ley de Ohm, en un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de cuarto orden con 
una sola variable espacial y una temporal, representado por las ecuaciones (2.10) a 
(2.13). El sistema de ecuaciones encontrado facilita el estudio de una gran cantidad de 
configuraciones fisicas de inter& tanto en la fisica Mrica como en el campo de las 
aplicaciones tecnolbgicas. Las condiciones de frontera mechicas y electromagneticas 
han sido discutidas para el caso de paredes dielktricas y conductoras. Particularmente 
hemos revisado y ampliado 10s resultados obtenidos por ZDB (1988), Sobey et al 
(1986) para el caso fluidistico. El espectro de estabilidad ha sido ampliado, calculando 
numdricamente nuevas curvas del espectro de autovalores. Ademh hemos mostrado 
explicitamente que, para un numero &=7.0 el sistema evoluciona desde un estado 
inestable simetrico (el punto de estancamiento at6 en el centro del canal), a cualquiera 
de otros dos estados estables asimetricos (con punto de estancamiento en la parte 
superior o inferior del canal respectivamente), debido a la bficaci6n en Re=6. 0014. 
En general hemos estudiado el caso de flujos MHD simetricos, es deck, con un 
punto de estancamiento en el centro del canal. El problema para flujos en canales 
calados magnetohidrodinhicos ha sido tratado en general para 10s casos de inyeccion y 
succi6n. Hemos encontrado soluciones para diferentes regimenes asintbticos. En dichas 
soluciones, halladas tanto analitica como numericamente, hemos visto la formation de 
capas limites viscosas y resistivas para 10s casos de R,,,>>I y &>>I. Encontramos que 
hay configuraciones que retienen la salida del fluido como tambikn existen otras 
configuraciones que lo ayudan a escapar. Mostramos tambikn, la formacibn de una 
lamina de corriente en la region central, esta aparece cuando la presion decrece y el 
campo magnktico es dkbil, ya que bajo estas circunstancias el fluido arrastra las lineas 
del campo magnktico de la region exterior a la capa limite central que se forma. Por 
otro lado cuando el numero de Mach Alfvenico es grande, la curvatura de las lineas del 
campo magnktico ayuda a la salida del fluido. 
Por otro lado hemos encontrado que en la capa limite central que se forma para 
n h e r o s  de Reynolds altos se disipa muy poca energia dependiendo del numero de 
Reynolds magnktico, en la forma I & , .  La mayor parte de la energia es disipada por 
fbera de esta capa limite. No obstante cuando el numero de Mach Afvenico es pequefio 
en el caso de succi6n casi la totalidad del fluido escapa por las paredes en donde se 
forma una capa limite sobre ella, por lo tanto en el centro del canal hay muy poco 
fluido, ya que el fberte campo magnetico hace que este sea retenido y este solo escapa 
por 10s poros de la pared. 
En el caso de la estabilidad MHD, hemos comprobado como la estabilidad 
depende de 10s tres parhetros R ,  Re y MA. En otras palabras desde un punto de vista 
fisico, la estabilidad del sistema depende de la intensidad del campo magnktico, la 
resistividad, la viscosidad del fluido, per0 tambikn, si tenemos en cuenta las 
definiciones dadas para 10s anteriores parhetros, dependerii tambien del ancho del 
canal y la velocidad de entrada o salida del fluido en el canal. Similarmente el valor del 
campo magnktico en la pared es un parhetro que tambikn determina la estabilidad del 
fluido. Adicionalmente el estudio de la estabilidad muestra para 10s casos simetricos y 
antisimktricos, que la accibn del camp magn6t.h modifica la estructura de 10s puntos 
donde existen bifurcaciones. 
En el calculo de las bifurcaciones para el problema MHD, para el caso de flujos 
simktricos, hemos encontrado que existe una bifixcacibn del tipo pitchfork cuando hay 
el cambio de estabilidad. Nosotros hemos encontrado la aparicibn de ese tipo de 
bifurcaciones, haciendo expansiones en puntos cercanos a1 sitio del cambio de 
estabilidad tanto para Re como para R, 
Para la configuracibn estudiada en este trabajo, hemos encontrado que 10s modos 
perturbativos de semejanza, en el caso de inyeccibn son estables igual a como sucede en 
el modelo hidrodinhico. Por otro lado para el caso de succibn en 10s modelos MHD el 
flujo continua siendo inestable a partir de un valor critico del n h e r o  de Reynolds 
viscoso, per0 ahora dicho valor critico es modificado tanto por la intensidad del campo 
magnktico como tambien por la conductividad del fluido. Sin embargo en general, 
hemos visto la accibn estabilizadora del camp magnktico, ya que el valor critico del 
numero de Reynolds para el cual el flujo se vuelve inestable, siempre ha sido mayor que 
el obtenido para el caso hidrodinhico. Sblo cuando el campo magnetico es dkbil y el 
n h e r o  Rm>>l, el espectro de estabilidad del caso MHD se asemeja a1 del caso 
fluidistico. 
En esta tesis se ha resuelto el caso simetrico MHD, sin embargo queda la 
posibilidad de investigar otro tipo de soluciones, sirnilares a las del tip0 I1 y III, que 
aparece en el caso fluidistico. Tambikn la evolucibn temporal de las soluciones 
encontradas es un tema para W r a s  investigaciones. 
Como hemos podido constatar partiendo de las ecuaciones bhicas de la MHD 
hemos obtenido, con base en soluciones autosimilares, una serie de resultados que 
tienen una amplia aplicacibn a problemas en canales con diferentes configuraciones 
geometricas y de contorno, con las cuales se pueden resolver una gran variedad de 
problemas, no solo hidrodinhicos como caso particular, sino tambien problemas 
MHD. Los m6todos desarrollados por nosotros son aplicables a 10s escenarios donde 
existen fluidos en canales, por ejemplo problemas como el flujo de Hartmann (capitulo 
4) pueden ser abordados por este esquema. Los flujos hidrodinhmicos en canales han 
sido objeto de muchos experimentos. Dada la creciente importancia en procesos 
industriales, el caso MHD ha comenzado a tener una serie de importantes experimentos 
practices, y de sirnulacion numkrica en la literatura reciente. La combinacibn de flujos 
confmados magneticarnente con campos magneticos variables ofrece tambikn una 
arnplia perspectiva de aplicacibn industrial. 
APENDICE A. 
El ciilculo numerico de las funciones f y p, que representan el equilibrio, se 
realizaron en algunas ocasiones utilizando el mbtodo de Runge-Kutta, utilizando la 
thcnica de shooting, sin embargo, la mayor cantidad de 10s citlculos se hicieron 
utilizando el metodo de relajacion, del cual describiremos sus aspectos m b  esenciales 
en este apendice. 
Dado que el metodo de relajacion utilizado, es similar tanto en el caso fluidistico 
como en el caso MHD, por razones de brevedad, describimos hicamente el caso 
fluidistico. 
Regresamos nuevamente a la ecuacion 3.1 independiente del tiempo: 
Aunque podria discretizarse directamente la ecuacion (Al), desde el punto de 
vista del citlculo numerico, es mejor trabajar con ecuaciones diferenciales del menor 
grado posible. La ecuacion anterior, puede escribirse entonces, como el siguiente 
sistema de ecuaciones: 
El sistema de ecuaciones diferenciales dado en A2 y A3 tiene las siguientes 
condiciones de frontera: 
Para utilizar diferencias finitas, es necesario discretizar el sistema de ecuaciones 
anteriores tomamos una grilla uniforme de N puntos, tal como se ilustra en el diagrarna 
siguiente: 
Las ecuaciones diferenciales se resuelven numkricamente para cada uno de 10s N 
puntos interiores, 10s cuales es th  separados una distancia h=Ax=ILV+I, de tal forma 
que si se toman diferencias centradas, se obtiene: 
para j=2,3.. .... N-I 
Despejando de las ecuaciones anteriores4 y wj obtenemos: 
Utilizando las condiciones de frontera, se tiene que: 
luego para el t6rmino j=N, se tiene: 
observes6 que para succion si a=-I y dado que v,=-f, entonces f<O. El caso de 
inyeccibn se obtiene para nheros de Re negativos. 
Para el calculo de la funcion f y w, se da una funcion de prueba inicial, y se deja 
que el sistema relaje hasta una solucibn cuyo grado de precision es impuesto 
previamente. Esto es, se comparan dos soluciones consecutivas y cuando el diferencia 
entre todos 10s puntos calculados es menor que el grado de precision tomado, entonces 
se asumen estos ultimos valores como la soluci6n a las ecuaciones diferenciales. En 
nuestro chlculo nurnkrico la precision siempre fue menor que 2 
Por otro lado para el analisis de la estabilidad, en el caso fluidistico, utilizamos la 
ecuacion 3.8  y la escribimos en forma matricial. Los operadores diferenciales son 
reemplazados por sus correspondientes operadores matriciales. La forma de estos 
operadores dependen del tipo de diferencias que se tomen, ya que estas pueden ser, 
atrasadas, adelantadas o centradas. En general la forma de 10s operadores matricides es 
estbdar, en el sentido de que un operador que represente alguna derivada, su 
correspondiente operador matricial es similar. Las diferencias aparecen con las 
condiciones de contorno de cada problema particular, en donde 10s primeros y ultimos 
elementos matriciales, varian de acuerdo a las mencionadas condiciones de frontera. A 
manera de ejemplo mostramos como se construye matricialmente el termino f,, dado 
en la ecuacion (3.8). Utilizando diferencias centradas, entonces podemos escribir: 
Por razones de simplification en la notacion hemos suprimido el subindice 1, sin 
perdida de generalidad,. Si j=l, 2, ..... N-I, N se obtiene: 
1 
f,, = s;r(fN+, + fN-1 - 2 f N  
luego 10s tkrminos anteriores se pueden escribir, en forma matricial de la siguiente 
manera: 
0 0 0 A ' )  r-: ::. 0 0 i7 
1 .................................... 
fw, = ,/ .................................... 
.... 0 0 0 1 -2 1 fN-l 
0 0 0 .... 0 1 -2 fN I
la anterior ecuaci6n toma la forma: 
Anilogamente, se construyen las matrices para 10s otros t6minos de la ecuacibn 
(3.8). Finalmente se forma una gran matriz B que contiene todos 10s terminos de 10s 
operadores, de tal manera que en forma resumida dicha ecuacion (3.8) se puede 
expresar de la siguiente forma: 
La soluci6n a la anterior ecuacibn, nos permite calcular 10s autovalores s y las 
autofunciones F para el problema fluidistico. En la literatura existen, subrutinas de 
chlculo numerico para evaluar directamente la ecuacion (A18), nosotros utilzamos el 
programa Matlab. Con este mismo esquema se hallaron las autohciones y 10s 
autovalores para el caso MHD. 
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